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Exercice 1.
Soit B = (e, ey, €3, €4) la base canonique de R*
Soit E = {(xq,x,,%3,%4) € R, x; + x5 + x3 + x4 = 0} et F = Vect(uy,uy,) ol
u =(1,-1,1,1) et u, =(1,1,-1,1)
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*.
2. Donner une base de E et une base de F.
3. At-onE@F =R*?

Correction exercicel
1. Premiere solution
Soit x = (x4, X, X3, x4) € R*

x €E (:){ x = (%1, %2, X3, X4) {x = (%1, X2, X3, X4) o {x = (—xz — X3 — X4, X3, X3, X4)
X1 +x,+x3+x,=0 X1 = —X3 — X3 — X4 X1 = —Xy — X3 — X4
N {x = x,(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
X1 = —Xy; — X3 — X4
o {x = x3(—ey + ;) + x3(—e; +e3) + x4(—e; + e4)
X1 = 7X2 — X3 — Xy

Ce qui montre que E = Vect(—e; + e,, —e; + e3, —e; + e,) et par conséquent E est un sous-espace
vectoriel de R*.
Deuxieme solution
0+04+0+0=0=>0ps EE
Soientx = (x1,%2,%3,%4) €EE, X1 + X3+ X3+ x, =0€ty = (y1,¥2,¥3,Y4) EE, Y1+ Y2+ Y3+ Ya =
0. Soient A et u deux réels
Ax + py = (A + py1, Ax; + py2, Axz + pys, Axy + 1ys)
(Axy + py1) + (Axy + pyz) + (Axs + pys) + (Axy + pys)
= Ay +x; +x3+ %) + (1 +y: +ys+ys) =0
Donc Ax + uy € E, ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de R*.
2. (—eq + ey, —eq +e3,—e; +e,) estune famille génératrice de E, pour tout a, 8, y réels
a(—e; +e;) + f(—e; +e3) +y(—e; +e,) =0gs = (—a—F —v,a,B,y) =(0,0,0,0)

—a=F-r=0 o0
a=20

= =>4{=0

B =0 B

y=0 r=

Donc cette famille est libre, il s’agit donc d’une base de E.
3. dim(E) = 3 etdim(F) = 2 donc dim(E) + dim(F) = 5 # 4 donc on n’a pas E®F = R*.

Exercice 2.
Soient Py, P, P,, P; et P, cing polyndmes de R,[X] définies par Py(X) =1, P, (X) =X —1,P,(X) =
X —1D%P,X) =X —-13etP,(X) = (X — 1™
Soit E = {P € R,[X],P(1) =0,P'(1) =0 et P""(1) = 0 }. on admettra que E est un sous-espace vectoriel
de R*.
1. Montrer que B = (Py, Py, P,, P, P,) est une base de R,[X].
2. Montrer que (Ps, P,) est une base de E.



3. Onpose F = Vect(P,, P;,P,), en donner une base.
4, At-onE @D F = R,[X]?

Correction exercice2
1. Pourtous Ay, 44,15, A5 et A, réels

3.

APo+ APy + AP + 3P + AP, =02 2+ A4, (X — 1D+ L, X - 12+ A;(X —1)3+2,(X — 1)*
=0
Onprend X = 1 alors 1, = 0.
LM -D+L,X -2+, -1)3+4,X-1D*=0
On simplifie par X — 1
M+LX-D+X-1)22+24,X-1)3=0
Onprend X = 1alors A, = 0.
On simplifie par X — 1
L+LX-1D+4,X-12=0
Onprend X = 1alors A, = 0.
On simplifie par X — 1
Aa+2,X—-1)=0
Onprend X = 1 alors A; = 0 et par suite A, = 0
(Py, P, P,, P35, P,) est une famille libre a 5 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 5, ¢’est une
base.
P;(1) =0,P; =3(X —1)2donc P{(1) =0etPy =6(X —1)donc Py(1) =0etP; €EE
P(1)=0,P,=4X—-1)3donc P,(1) =0etP’' =12(X —1)2donc P;/(1) =0etP, €EE
P; et P, sont deux vecteurs non proportionnels de E. C’est une famille libre de E.
D’autre part
PEEsda,hbeRP=X-1)3@X+b) =aXX—-1)3+b(X—1)3
(X(X — 1)3, (X — 1)3) est une famille génératrice de E, ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels,
ils forment une famille libre de E donc dim(E) = 2
(P, P,) est une famille libre a deux vecteurs dans un espace de dimension 2, ¢’est une base de E.
(Py, P, P,) est libre en tant que sous-famille d’une famille libre, elle engendre F, ¢’est une base de F.

4. (P, P, P,) estune base de F et (P, P, ) est une base de E donc E @ F = R,[X].

Exercice 3.
Calculer un développement limité a I’ordre 3, en 0, des fonctions suivantes :

1.

2.

3.

Sans faire de calculs, calculer le développement limité a I’ordre 3, en 0 de la fonction f définie par :
f(x) = (sin(x) + x)15x3 + 1 + 2x3
Calculer le développement limité a I’ordre 3, en 0 de la fonction g définie par :
g(x) = e* cos(2x)

a. Calculer le développement limité a I’ordre 4 de x In(1 + x) en 0.
b. En déduire le développement limité a 1’ordre 2 de h au voisinage de 0.
1 — cos(x)
h(x) = ——22
(x) xIn(1 + x)

Correction exercice3

1.

2.

(sin(x) + x)*° = 0 donc (sin(x) + x)*®> = o(1) alors
fxX)=o(D)x®+1+2x3=1+2x3+0(x3)

2 3

g(x) = e*cos(2x) = (1 +x+ x7 + % + 0(x3)) (1—2x2 + o(x?))

1 1 3 11
=1 (__2) 2 (__2> 3 3 =1 - 2.3 3
+x + > x4+ 6 x>+ o(x>) +x SX % + o(x?)



2 3 3 4
a. xln(1+x)=x<x—x7+x?+o(x3)> =x2—%+%+0(x4)

b.
x?  x* 4 2 4 2
1‘<1‘7+ﬁ+0(’” Y5 -E4old)
x3  x* x3 x* x  x2
x? =5 +75+o0(x?) x*=5+75+o(x) 1-5+%+o(x?)
1 _x 2 _x % 2
> 224+0(x) 1 2+?é+o(x)
l_£+x_+0(x2) l+£_x_
2 4 56 24 12
X 2.2 2
" §4x + o(x*)
X 2 2
L gX tolx?)
fi{_ ( 2
T o(x*)
—Z 4 0(x?)
5 tolx
o(x?)
_1 x_x* 2
Donch(x)—2+4 12+o(x)
Exercice 4.

Calculer, sans préjuger qu’elle existe la limite suivante :
I cos(x) — V1 — x2
im

x—0 x4

Correction exerciced
2

1 X X
1+X)2= 1+§_§+0(X2)

On pose X = —x?

x? x*
Ji-x2=1-=—-= 4
X 5 8+o(x)
x?  x* ) x?  x* 4 4
— 4= —1-%-% X
cos(x) = VI— 22 1 2+24+0(x) 1-5 8+o(x) F+0(x4) 1
x* x4 x4 6 x>0

Exercice 5.
On pose ug = 1etvy, = 0, puis pour tout n € N, u, 11 = 2uy, + vy et vy = Uy + 20y,

Soientjz(i DetAz(i %)=I+]

1. Montrer que pour tout n € N*, J@ = 271J,
2. En déduire A™ en fonction de n, a 1’aide de la formule du bindme de Newton.

3. En déduire u,, et v, en fonction de n.

Correction exerciceb
1. Par récurrence, J1 = 2171 est vrai.
Il faut montrer que 1’égalité au rang n entraine celle au rang n + 1.
]n+1 — ]n] — 2n—1]] — 2n—1]2

PG D€ 9-2 Y-
]n+1 — 2n—12] =2"

Et

Ce qui acheve la récurrence.
2. 1] = JI donc on peut appliquer la formule du binbme de Newton.



n n

== DG =Y (= () D =1+ Y (2
k=0 k=1

n n

+%12(Z)2k =1+%](z (Z)Zkln‘k—1> =1+%]((2+1)"—1)

] k=0
=1+%](3"—1)=((1) (1))+%(3n_1)(1 1)

1 1
1+-3"-1) =(3"-1
+3G6"-D ZG-D

Il
~

Uy

1 1
~3"-1) 1+4-(3"-1
SG -1 1456 - 1)

3.
Upt1 = 2Up + 0, Un+1) _ (2 1)\ (Un
{vn+1 = un + 217n+1 < (Un+1) - (1 2) (vn)
Par une récurrence quasi immediate on a :
1 1 1
", ” 1+-@"-1) @ -1 1 1+-(3"-1)
— n — —
(vn) =4 (vo) B 1 1 (0) N 1
S@ -1 1+-@"-1) PACHEY
Par conséquent pour toutn € N :
1
Uy =1+5(3" - 1)
1
Up = E (3n - 1)
Exercice 6.
X1
oot A — 1 2 1 3 | x (0
oientA=(1 1 2 1 |€M3,(R),X= x5 | € M41(R),0 =|0] € M;34,(R)
1 -2 5 =5 %, 0

Résoudre le systeme AX = 0.
Correction exercice6

1 2 1 3 x 0 L1 xl+2xZ+X3+3X4=O
AX=0<=><1 1 2 1) 2 =<0><:>L2{x1+x2+2x3+x4=0

1 -2 5 =5 0 L3\x; —2x, + 5x3 —5x, =0

L1 x1 + 2x2 + x3 + 3x4_ = O xl — _2x2 _ x3 _ 3x4
@Lz_Ll _x2+x3_ZX4_:0 [=—4 X, = —2x
Ly—L;\ —4x, + 4x3 —8x, =0 2773 4
PN {xl = _2(x3 - 2x4) - x3 - 3x4 o {Xl = _3X3 + X4
Xy = X3 — 2x4_ Xy = X3 — ZX4_
X1 —3.X'3 + X4 -3 1
_ x2 _ X3 - 2x4 _ 1 —2
X = X | = X3 = X3 1 + x4 0
X4 Xg 0 1
-3 1
1 et _02 ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de M, 1 (R), comme cette
0 1

famille engendre I’espace vectoriel des vecteurs colonnes vérifiant AX = 0, c’est une base de cet espace
vectoriel.



