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Exercice 1.
Soit B = (e, e, €3, €4) la base canonique de R*
Soit E = {(xq,%2,%3,%4) €E R, %1 + x5 + x3 + x4 = 0} et F = Vect(uy,u,) ot
u, =(1,-1,1,1) et u, =(1,1,-1,1)
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*.
2. Donner une base de E et une base de F.
3. AtonE@PF=R*?

Correction exercicel
1. Premiére solution
Soit x = (x4, X, X3,%4) € R*

xEE & { x = (%1, X2, X3, X4) = { x = (X1, Xz, X3, X4) = {x = (—X2 — X3 — X4, X3, X3,X4)
X1+x+x3+x,=0 X1 = —Xp — X3 — X4 X1 = —Xp — X3 — X4
= {x = x,(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
X1 = —Xy9 — X3 — X4
P {x =x3(—ey + e3) +x3(—e; + e3) + x,(—e; + e4)
X1 = —Xp — X3 — X4

Ce qui montre que E = Vect(—e; + e, —e; + e3, —e; + e,) et par conséquent E est un sous-espace
vectoriel de R*.
Deuxiéme solution

0+0+0+0=0=>0g+ €E

Soient x = (xy,X3,X3,%3) EE, X1 + X3 + X3+ x4 =0ety = (y1,V2,V3,Va) EE, V1 + Y, + Y3+ Vs =

0. Soient A et u deux réels
Ax + py = (Axy + pyy, Axg + pyz, Axs + uys, Axg + uys)
(Axy + py1) + (Axz + py,) + (Axs + pys) + (Axg + puyy)
=A0q +xp+x3+x4) + (i +y2 + Y3+ y4) =0
Donc Ax + py € E, ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de R*,
2. (—eqy+ ey, —ey + e3,—e; + e4) est une famille génératrice de E, pour tout a, 8,y réels
a(—e; +e3) + f(—e; +e3) +y(—ey +e) =0pe = (—a—f —y,apB,y) =(00,0,0)

—a—f-y=0 a=0
a=10 _
= =>4 =0
B=0 b

y=20

Donc cette famille est libre, il s’agit donc d’une base de E.
3. dim(E) = 3 etdim(F) = 2 donc dim(E) + dim(F) = 5 # 4 donc on n’a pas E®F = R*.

Exercice 2,
Soient Py, Py, P,, P; et P, cing polyndmes de R,[X] définies par Py(X) = 1, ,(X) =X — 1, P,(X) =
(X — 12, Py(X) = (X — D3 et P(X) = (X — 1.

Soit E = {P € Ry4[X],P(1) =0,P'(1) =0 et P”"(1) = 0 }. on admettra que E est un sous-espace vectoriel

de R4[X] et que B = (Py, Py, P,, P3, P,) est une famille libre de R, [X].
1. Montrer que B = (Py, Py, P, P3, P;) est une base de R,[X].
2. Montrer que (P, P,) est une base de E.



3. Onpose F = Vect(Py, P;), en donner une base.
4. A-t-onE @ F = Ry[X]?

Correction exercice2

1. dim(R3[X]) = 4, une famille libre & 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 est une base.
2. P,(1)=0,P; =2(X —1) donc P;(1) = 0etd°P, <3 donc P, EE

P;(1) =0,P; =3(X —1)%* donc P3(1) = 0etd°P; <3 donc P; €EE

P, et P; sont deux vecteurs non proportionnels de E. C’est une famille libre de E.

D’autre part

PEEwIda,hbeRP=X-1D*(@aX+b) =aX(X —1)* +b(X — 1)?

(X(X — 1)?,(X — 1)?) est une famille génératrice de E, ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels,

ils forment une famille libre de E donc dim(E) = 2

(P,, P3) est une famille libre a deux vecteurs dans un espace de dimension 2, c’est une base de E.
3. (Py, P,) est libre en tant que sous-famille d’une famille libre, elle engendre F, c’est une base de F.
4. (P,, P;) est une base de F et (P,, P; ) est une base de E donc E @ F = Ry[X].

Exercice 3.
1. Sans faire de calculs, calculer le développement limité & ’ordre 3, en 0 de la fonction f définie par :
f(x) = (sin(x) + x)°x3 + 1 + 2x3
2. Calculer le développement limité & ’ordre 3, en 0 de la fonction g définie par :
g(x) = e* cos(2x)

3.
a. Calculer le développement limité a I’ordre 4 de x In(1 + x) en 0.
b. En déduire le développement limité & ’ordre 2 de h au voisinage de 0.
1 —cos(x)
h(x) =——
() xIn(1 + x)
Correction exercice3

1. (sin(x) +x)*° o 0 donc (sin(x) + x)*° = 0(1) alors
f) =o0(Dx3+1+2x3=1+2x%+ 0o(x?)

2.
s
gx) =e*cos(2x) =(1+x ot E+ o(x®) |(1-2x? + o(x®))
1 1 3 11
= 1+x+(——2)x2+(——2)x3+o(x3) =1+x—=x>——x3+0(x?
2 6 2 6
3.

2 3 3 4
a. xIn(1+x) =x(x—x?+x?+o(x3)) :xz—x?+-x3—+o(x4)

b.
1— l_x_2+x_”‘_[_ (x*) © _x 1 &
Z T27aT OV S =5z +0(xh) 5 =57+ 0(x?)
h(x) = __ 2 24 __2 24
- 2 X Xt (x4 - z_x_3_|_x_4+ (4)_1_£+x_2+ (x2)
X2 = +5+olx X2 =+ +o(x 5+ +o(x
2 2
> —Z+o(x?) I =24-Eh 47
1 x, x* 2 1,% #
;—z+§+°(x) PP
X

x_ 5 2 2
T X + o(x%)

= %xz + o(x?)

b

5 ox

_x 2
= + o(x*%)




B 0(x?)

2
Donc h(x) = % +§— % + o(x?)

Exercice 4.
Calculer, sans préjuger qu’elle existe la limite suivante :
I cos(x) — V1 —x2
im

x—0 x*

Correction exerciced
1 X X?
(1+Xx)2=1 ts-5t o(X?)
On pose X = —x?

x® xt
Y P PR 4
v1—-x2=1 > "8 + o(x*)
_x_ i 2y _[q %2 _x* 4 4
cos(x)—\.n‘l—xz_1 z 22 +o(x%) (1 7 ~g ol _%""0(364)_1_'_ (1) 1
x4 B x4 N x4 SR 06

Exercice 5.
On pose uy = 1 et vy = 0, puis pour tout n € N, U1 = 2uy, + vy, et vy = Uy + 205,

Soient | = (1 1) etd = @ ;

1. Montrer que pour tout k > 0, J& = 2k=1

2. Calculer A™ en fonction de n, pour cela, comme A = [ + J, on pourra appliquer la formule du binéme
de Newton.

3. En déduire u, et v, en fonction de n.

Correction exercice5
1. Par récurrence, /1 = 2171/ est vrai.
[l faut montrer que 1’égalité au rang n entraine celle au rang n + 1.

jn+1 =:]n] =:2n—;[]:= 2n—112

r=(G DG D=6 2=2G )=
]n+1 — 271—12] — znj

El

Ce qui acheve la récurrence.

2. 1] = JI donc on peut appliquer la formule du bindme de Newton
n n n

An=(1+f)n=Z(n)]k[n—k:Z( )jk_ ]O+Z Z(:)zk—lj
k=0 k=0 k=1
= % Z 1+%j(2(k)2k1n-k—1)=1+-2~1((2+1)n—1)
k=1 k=0
1 1

1 1 0 1 1 1 §(3n+1) E(Bn—l)
=/+-J3"-1) = +=(3% — 1) =

2 (0 1) 2 (1 1) %(3?1__1) %(3n+ 1

i S Bt o ()= (2 D))

Par une récurrence quasi immédiate on a :



1 1 g
—-(3n —(3n _ —(an
(un) o (uo) _|[2 (3%+1) 5 (3"-1) (1) _(z (3"+1)
Vn Up 1 j 0 1
5(3“ -1) 5(3“ +1) =(3"—1)
Par conséquent pour toutn € N :

1
Uy =E(3n+1)

1
Exercice 6.
X1
1 2 1 3 % 0
SoientA=[|1 1 2 1 |EM3,R)X= xz € M41(R),0 =0 | € M3;:(R)
1 -2 5 -5 e 0
Résoudre le systeme AX = 0.
Correction exercice6
X1

1 2 1 3 x 0 Ll X1+2x2+x3+33If4_:0
Ax=0el1 1 2 1]l 2]=(0]eLl] xu+tx+2x+x=0
1 -2 5 —5/\7? 0/ La3lx; —2x, +5x3—5x, =0

X4
Ll xl+2xZ+X3+3JC4=0 _ _ _
Y Ll{ Xyt Xz —2%,=0 & {xl ~ Exfc _xgx 3%y
Ly —Li\ —4x, + 4x3 —8x, =0 2T 4
PN {xl = _Z(X3 = ZJC4_) = Ko 3X4 = {xl = _3X3 + Xy
xZ=X3—ZX4 xZ=.7C3_ZX4,
X1 —33(.'3 T -3 1
_ X2 _ X3 — 2x4 _ 1 -2
X= X3 = X3 = X3 1 + Xa 0
X4 Xy 0 1
-3 1
} et —02 ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de M} ; (R), comme cette
0 1

famille engendre ’espace vectoriel des vecteurs colonnes vérifiant AX = 0, c’est une base de cet espace
vectoriel.



