1) Définition

Si f est une fonction continue sur un intervalle I de IR, on dit que F' est une

Chapitre X. Primitives

primitive de f si F' est dérivable sur [ et :

Veel, F'(z) =
2) Notation

f().

Si f est continue sur I, on note [ f(z)dz I'ensemble des primitives de f sur I.

2
Exemple. [zdz= % + C ou C = constante.

3) Primitives a connaitre par coeur.

f=F F = une primitive de f
wn-&-l
z"oun #+ —1 —
= In|z|
e’ e””

a” (sur Rsqota >0) ( )
sin(z) —cos(z)
cos(x) sin(x)

tan(z)sur ]—5, g[ —In(cos(z))
cotan(x) = zfj((g sur |0, 7| In(sin(z))
cos?(x) sur } _g’ g[ tan( )
S 10, 7| —cotan(x)
sh(z) =~—- ch(z)
ch(m) =5 sh(x)
T
Niwr sur]—1,1] arcsin(z)
—— sur|—a, afotta >0 arcsin(%)
ﬂ#ﬂ arctan(z)
T zoua> 0 %arctan(%)




Remarques.

a”=exp(zln(a))

tan(z) =220 = % — _(1n(u))’

cos(x)

en effet : (arcsin(%))/: Cll \/1_1(3)2 = \/a21_x2

a

en effet : (arctan(%))’z i (£)i+1 = w2ia2

4) Calcul des primitives des fractions rationnelles

p(x)
q(z)

Rappel. Une fraction rationnelle est une fonction de la forme f(x)=
q sont des fonctions polynomiales.

ou p,

Toute fraction rationnelle se décompose en f(x)=E(x)+ ), fi ou E = poly-
nome et les f; sont des « éléments simples ».

a) primitives des éléments simples de 1ére espéce

f _ n: (I*a)_n—i_l _ 1
(z—a) —n+1 +C_(17n)(mfa)"_1+c

da {ln|x—a|+C,sin:1

Exemple. Sur lintervalle |—3, 3], f%: ?

1

On commence par décomposer en éléments simples : SR i ———
9 — 22 6\ 3—=x 3+x

Puis on intégre les éléments simples :

f9—:172 (fg +f3 )‘ (-In(3— x)+ln(3+a:))+0:%<1n<§fz>>+C.

P dx 1
Plus généralement, [———;=--In

r+a

+C’oua>0

b) primitives des éléments simples de 2éme espéce

f (ax+b)dz 9
(2 +cx+d)

ou n entier >0, a,b, ¢, deR, ¢ < 4d.



(az+b)  2a(z—p)+B

On écrit : Eretdm = (@ P
ou «, felR et :
2 _ €\2 C\2__
T +cx—|—d—(sc—|—§) +d—(§) =(z
>0

sin=1Ln((z - p)*+¢*)’

2(x —
Or,%: Sln#l( — X !

/
((rp)2+q2)”1>

T---

dz 1
f—((x—p)2+q 5 arctan( ) +C
dz NN . dz
et pour calculer IW , on intégre par parties [ CEDEY
o dz . T — —p)’dz
On pose [, = IW = -+ nf P EFwLER:

—p)2+)n ((u’c—p)2

_ T—p (x—g’ﬁ—kgédx . dx
_((l’—p)Q—Fq?)n + 2n<f ((x_p)2+q2)n-|/l f ((x_p)2_|_q2)n+1

T —

W
L= —arctan( )+C

=I,= +2nl,—2n¢* I, 1=

c) Cas général.

On décompose en éléments simples !

1

r—p

G@=pP )

)

FExemples de calculs de primitives de fractions rationnelles.

1°)

lére étape = décomposer en €1 éments simples:




23 |x2—i—3x—|—2

3 Tr—6
v =0 _ 22 _
PENEE TG S 3+x2+3x+2 3x°—2x |x—3
Tx+6
13 20
_x_g_x+1+:r—4—2
Tx—6 a

+ b ou az_—B=—13 et

Car z2 +3x+2=(x+1)(z+2)donc 224+37+2 2+1 | z+2 1

—20

b=——=20

2éme étape = intégrer les éléments simples.

[ oryda= [ (x—

$2
=% — 3z — 13In(z + 1) + 20In(z + 2) + C

o dx dx rdx rdx 1 1 1
2) o= o S :ln(x)+§m_§ln(1+x2)+c

a cr+d ex+ f

1
En effet, P =+ 1) + )
oua=1.

1 . . r+d + —z)+d
Commem est impaire, d= f =0 Car%—l— (1C+a:2)2 + (elixf) =—(%+%+
6(—$)+f)

(1+22) 7

1 1 1-(1+2%)?*  —222—2* -22—2% —z(l+2H)-2z -z x
s(1+a22 = z(+22?2  z(+222 (14222  (1+222 (1422 (1+a?)?
car — 2z — 23 = (1 + 2%)(—z) — .
3°)

(1—z)dz (2$+1) 2z +1
f(x2+:z+1)2_f (:z:2+:z:+1 - 2f (z2+ 2 +1)2 @ror Pl +2fm

Eperemet

4



2 2
x2—|—x+1=<x+%) —I—(?)

On intégre par parties ...

2z +5)%dr  w+y f(x2+x+1)—

3
f dx oz f Tdr
(24 2+1)  224+z+1 (2 4+2+1)2  x24z+1

(2242 +1)2

- x—i— i f 3 dz
x2—|-x—|-1 x2+x—|—1 2J @2+a+1)2

dx $+— dx
2J (224 2+1)? TP ta+1 ™ fm Or, f(x2+x+1) :f ((x+%)2+(

%arctan<$; > +C = \/garctan< 2?;:1 > +C.

2

(1-z)de x+1 2 20 +1
Donc, f($2+w+1)2 —$2+w+1+ﬁarctan< 75 )—i—C’.




