5) Calcul par changement de variables

Proposition. Si f est une fonction continue et u une fonction dérivable alors :
[ flu(z))/(z)dz = [ f(u)du=F(u(z))+C ou F'= f.

démonstration. (Fou)' =F'ou.u'= fou.u'

Exemples. f—z (Jul)+C.
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6) [R(e")dz ou R est une fraction rationnelle.

On pose u=¢€" et donc du=e"dr=udr=dr= duu

(u=h(z)=du="h'(x)dz)

dz ﬂ 1
Ezemple. [5—= [51—= [~ 2+u = <f f2 ) —ln (lu]) = 3In(|2 +
ul)+C
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=5In(e") —sIn(2+e") + C=5 —5In(2+e") + C.
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7) [ cos™(x)sin™(z)dx o m,nelN.

Or

a) si m ou n impair

si m impair, on pose u = sin(z)

si n impair, on pose u = cos(z).

Ezemple. [sin®(x)d z=[sin?(z)sin(z)dz=—[(1 —v?)*du=—[du+2[u*du —
——

—du
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on pose u = cos(x) = du= —sin(z)dz, sin*(z) = (sin(z))? = (1 — cos?(z))?

b) sinon (si m,n pairs)

On linéarise ...(c-a-d : on exprime tout comme une combinaison linéaire de

cos(kx), kelN).

Ezemple. [cos*(x)dx
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Or ¥ 4 ¢4 = 9cos(4x). ..
Donc cos*(z) = i(2cos(4x) + 8cos(2z) + 6)

D'ou : [cos*(z da:fgfcos dr)dx + 2fcos 2x)dx + 8fda: = Lsin(4z) +

u=4r=du=4dzx

1. 3
7sin(2z) + <o +C.

Exercice. Calculer f sin* x d x
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indication : sinz =

32

8) [R(sin(x),cos(x))dx ou R(X,Y) est une fraction rationnelle

Regles de Bioche.

si R(sin(z), cos(z))dx est invariante par z <> —x

on pose u = cos(z)(=du= —sin(z)dx)

si R(sin(z), cos(z))dz est invariante par z <> 7 — x

)
on pose u = sin(z)(=du = cos(z)dx)

si R(sin(z), cos(z))dx est invariante par z <> 7+ x

on pose u = tan(z)(=du= (1+u?)dx)

. x

sinon on pose u = tan(g)
Remarques.
—on a : sin(— x) = —sin(x), cos(—z) = cos(x), sin(m — x) = sin(x), cos(m — x) =
—cos(z), sin(m + ) = —sin(z), cos(m + x) = —cos(z)
— rappel si t—tan(;) alors cos(x) = 1;; et sin(x) :%
Ezxemples.

) ffi(ogc(lz) — Sifi( Ci);?(z)) donc on est invité a poser u = cos(x)




du= —sin(z)dx

sin’ (z)da :f (1—u?) Y= [du —2]1 > =u — 2arctan(u) + C

14 cos?(x) 1+u2

—=cos(x) — 2arctan(cos(z)) + C'|
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b)f Sin2(cos(x)da: _ f cos(m —z)d (m — x)

x) + 2tan?(x) sin?(m — ) + 2tan?(m — )
Donc on est invité & poser u=sin(z) et donc du= cos(x)dz.

f cos(z)dx _f du _f (1—u?)du _f(l—uQ)du
sin?(z) + 2tan2(z) w249 W2 w2t 202 u2(3—u?)
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3sin(z) /3 —sin(x)
sin(z)dz o sin(m +z)d (7 + z)
)f cos3(z) +sind(z) f cos3(m + x) + sind(w + x)

On est donc invité a poser u=tanx.

=du=(1+tan*(z))dxr = (1 +u?)dx

du du

sin(z)dx . T2 . ) . du _ p udu
fcos3(x)+sin3(x) f 6052(I)+Sln2 f P f%+u2 fu3+1
tan(z) u(1+u) 1+u2
9 . . 9 _ tan®(z)
or cos™(z) =17 3y Ct sin (x) = T’
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f sin(x) f u+1 du
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