Université Claude Bernard-Lyon 1 Semestre de printemps 2017-2018

Fondamentaux des mathématiques 2

Examen final session 2 du 22 juin 2018-durée 1h

Attention a la rédaction, pas de téléphone portable ni de calculatrice, on ne sort que une heure apres le début

de ’examen.

Exercice 1.
L= - 1
On rappelle que la dérivée de la fonction x — arctan(x) est x — "

x2’
Soit f la fonction définie sur |—1,1[ par: f(t) = arctan( 2t )

1-t2
1. Calculer f'(t) et f(0).
2. En déduire une expression plus simple de f(t).

Correction exercicel
1. Onpose u(t) =

2t
1-t2’

pour tout t € |—-1,1[
2(1 —t?) = 2t(=2t) 5 1+t?

! t) = =
w(®) (1 —t2)2 (1—t2)2
2t \2 (1 —t2)244t2 1-2t2+t*+4t2 1+2t2+t* (1+t?)?
1+(u(t))2=1+( ) =( ) = = =( )
1—t2 (1—1t2)2 (1-1t2)2 (1-1t2)2 (1-1t2)2
u'(t) 1+t? (1-—1t?)?2 2

f'(t) = I+ (u(t))z = (1—t2)2 (1 + t2)? 1+ ¢2

f(0) = arctan(0) =0
2. Pourtoutt e ]—-1,1]
f'(t) = 2 arctan’(t)
]—1,1[ est un intervalle, donc il existe K € R tel que pour tout t € |—1,11:
f(t) = 2arctan(t) + K
On prend t = 0 pour en déduire que K = 0. Finalement
f(t) = 2arctan(t)
Exercice 2.
1. Décomposer en éléments simples sur R la fraction :
9(x) = x(x?+1)
2. Soit f la fonction définie sur R** par :

1
f(x) = Fln(l + x?)
Montrer que

1
[ f(x)dx = —ﬁln(x2 +1) + [ g(x)dx
3. Déterminer une primitive de la fonction f sur R**

Correction exercice2
1. Il existe a, b et c réels tels que :
1 _a bx +c
x(x2 + 1) Xt
On multiplie par x, puis x = 0.

[l
a= X2+1x=0_



On multiplie par x? + 1, puis x = i

) 1 1 .
bl+C=[—] =—=—i=>b=-1 et c=0
Xly=i

Donc
1 1 X

x(x?2+1) “x x2+1
2. Al’aide d’une intégration par parties, pour tout x > 0

Jf)dx=J x—131n(1 + x2) dx

1
f x—gln(l +x2) dx

"(x) == = x73 _ 1,2 _ 1
w(x) == =x u(x) = —sx7° = -
v(x) =In(x? + 1) v'(x) = fx

1 ) 1 5
ff(x)dxz—ﬁln(x +1) -— — 2T

Lln(x2 +1) + [ g(x)dx

1
[ f@dx = =5 InG* + 1) + e

3. Pourtoutx >0

1 1 X 1 1
_ 2 L __ 2 _ - 2
[ Flx)dx = %2 In(x?2+1) + [ (x x2+1>dx 2len(x + 1) + In(x) 2ln(x +1) + K,
KeR

Exercice 3.
Soit B = (ey, ey, e3) la base canonique de R3.
Soit u I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

1 0 -1
A=(0 1 1
1 1 0

1. Déterminer un vecteur v; tel que ker(u) = Vect(v,).
2. Soientv, = (1,—1,0) et v3 = (—1,0,—1). Exprimer u(v,) et u(vs) en fonction de v, et v;.
3. Montrer que B’ = (v4,v,, v3) est une base de R3.
4. Déterminer la matrice M de u dans la base B'.
Correction exercice3
X1
1. Soitx = (x1,x5,x3) € ker(u), etX = <x2> ses coordonnées dans la base B.
X3
1 0 -1 X1 0 xl—X3=0 X1 = X3
ux)=0gs @ AX =010 1 1> Xl=(0]eijx+x3=0s 4§ X2 = —X3
1 1 0/\X3 0 X1 +x,=0 X1 +x,=0
X1 =X
< {lez —;3 X = (x3’ _x3! x3) = x3(1r _1I1)

v; = (1,—1,1) engendre ker(u), ce vecteur est non nul donc ker(u) = Vect(v;)

2. On pose
1 -1
Xy, = (—1) et X,, = ( 0
0 -1

Les coordonnées de u(v,) dans la base B sont :

10 —-1\/1 1
AX,, =0 1 1 ||-1|=[-1]=x,
11 0/\o 0

Donc u(v,) = v,.



Les coordonnées de u(v5) dans la base B sont :

1 0 —-1)\/-1 0 1 -1
AX,,=10 1 1 |lo])=|-1)=|-1]+|0 |=X,, +X,,
11 0/\-1 —1 0 -1

Donc u(v3) = v, + vs.
3. Quelques soient a, B et y réels.

a+f—-y=0
av, + ﬁvz + Y3 = O]R3 4 a(ll_lll) + ﬁ(ll_lﬁo) + V(_l;o; _1) = (OIOIO) 4 { —a— ﬁ =0
a—y=0

—a—f=0 ©—a—f=0a==y=0
a=y a=y
(v, v, v3) est une famille libre dans un espace de dimension 3, c’est une base de R3.
4. D’apreés les questions précédentes u(v,) = Ogs, u(v,) = v, et u(vz) = v, + v4, par conséquent
u(vy) uy) u(vs)
0 0 O V1
M = <0 1 1) V2

0 0 1 U3

a+f—-y=0 =0
o[



