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Exercice 1.    

On rappelle que la dérivée de la fonction 𝑥 → arctan(𝑥) est 𝑥 →
1

1+𝑥2. 

Soit 𝑓 la fonction définie sur ]−1,1[ par : 𝑓(𝑡) = arctan (
2𝑡

1−𝑡2) 

1. Calculer 𝑓′(𝑡) et 𝑓(0). 

2. En déduire une expression plus simple de 𝑓(𝑡). 

 

Correction exercice1   

1. On pose 𝑢(𝑡) =
2𝑡

1−𝑡2, pour tout 𝑡 ∈ ]−1,1[ 

𝑢′(𝑡) =
2(1 − 𝑡2) − 2𝑡(−2𝑡)

(1 − 𝑡2)2
= 2

1 + 𝑡2

(1 − 𝑡2)2
 

1 + (𝑢(𝑡))
2

= 1 + (
2𝑡

1 − 𝑡2
)

2

=
(1 − 𝑡2)2 + 4𝑡2

(1 − 𝑡2)2
=

1 − 2𝑡2 + 𝑡4 + 4𝑡2

(1 − 𝑡2)2
=

1 + 2𝑡2 + 𝑡4

(1 − 𝑡2)2
=

(1 + 𝑡2)2

(1 − 𝑡2)2
 

𝑓′(𝑡) =
𝑢′(𝑡)

1 + (𝑢(𝑡))
2 = 2

1 + 𝑡2

(1 − 𝑡2)2

(1 − 𝑡2)2

(1 + 𝑡2)2
=

2

1 + 𝑡2
 

𝑓(0) = arctan(0) = 0 

2.  Pour tout 𝑡 ∈ ]−1,1[ 

𝑓′(𝑡) = 2 arctan′(𝑡) 

]−1,1[ est un intervalle, donc il existe 𝐾 ∈ ℝ tel que pour tout 𝑡 ∈ ]−1,1[: 

𝑓(𝑡) = 2 arctan(𝑡) + 𝐾 

On prend 𝑡 = 0 pour en déduire que 𝐾 = 0. Finalement  

𝑓(𝑡) = 2 arctan(𝑡) 

Exercice 2.   

1. Décomposer en éléments simples sur ℝ la fraction : 

𝑔(𝑥) =
1

𝑥(𝑥2 + 1)
 

2. Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ+∗ par : 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥3
ln(1 + 𝑥2) 

Montrer que  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
1

2𝑥2
ln(𝑥2 + 1) + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

3. Déterminer une primitive de la fonction 𝑓 sur ℝ+∗ 

 

Correction exercice2   

1. Il existe 𝑎, 𝑏 et 𝑐 réels tels que : 

1

𝑥(𝑥2 + 1)
=

𝑎

𝑥
+

𝑏𝑥 + 𝑐

𝑥2 + 1
 

On multiplie par 𝑥, puis 𝑥 = 0. 

𝑎 = [
1

𝑥2 + 1
]

𝑥=0
= 1 



On multiplie par 𝑥2 + 1, puis 𝑥 = 𝑖 

𝑏𝑖 + 𝑐 = [
1

𝑥
]

𝑥=𝑖
=

1

𝑖
= −𝑖 ⇒ 𝑏 = −1    et   𝑐 = 0 

Donc 
1

𝑥(𝑥2 + 1)
=

1

𝑥
−

𝑥

𝑥2 + 1
 

2. A l’aide d’une intégration par parties, pour tout 𝑥 > 0 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
1

𝑥3
ln(1 + 𝑥2) 𝑑𝑥 

∫
1

𝑥3 ln(1 + 𝑥2) 𝑑𝑥   

𝑢′(𝑥) =
1

𝑥3 = 𝑥−3  𝑢(𝑥) = −
1

2
𝑥−2 = −

1

2𝑥2  

𝑣(𝑥) = ln(𝑥2 + 1)  𝑣′(𝑥) =
2𝑥

𝑥2+1
  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
1

2𝑥2 ln(𝑥2 + 1)  − ∫ −
1

2𝑥2

2𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥  

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
1

2𝑥2
ln(𝑥2 + 1) + ∫

1

𝑥(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 = −

1

2𝑥2
ln(𝑥2 + 1) + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

3.  Pour tout 𝑥 > 0 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
1

2𝑥2
ln(𝑥2 + 1) + ∫ (

1

𝑥
−

𝑥

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥 = −

1

2𝑥2
ln(𝑥2 + 1) + ln(𝑥) −

1

2
ln(𝑥2 + 1) + 𝐾,

𝐾 ∈ ℝ 

 

Exercice 3.   

Soit ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) la base canonique de ℝ3. 

Soit 𝑢 l’endomorphisme de ℝ3 dont la matrice dans la base canonique est : 

𝐴 = (
1 0 −1
0 1 1
1 1 0

) 

1. Déterminer un vecteur 𝑣1 tel que ker(𝑢) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1). 

2. Soient 𝑣2 = (1, −1,0) et 𝑣3 = (−1,0, −1). Exprimer 𝑢(𝑣2) et 𝑢(𝑣3) en fonction de 𝑣2 et 𝑣3. 

3. Montrer que ℬ′ = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) est une base de ℝ3. 

4. Déterminer la matrice 𝑀 de 𝑢 dans la base ℬ′. 

 

Correction exercice3   

1. Soit 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ker(𝑢), et 𝑋 = (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) ses coordonnées dans la base ℬ. 

𝑢(𝑥) = 0ℝ3 ⇔ 𝐴𝑋 = 𝑂 ⇔ (
1 0 −1
0 1 1
1 1 0

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
0
0
0

) ⇔ {
𝑥1 − 𝑥3 = 0
𝑥2 + 𝑥3 = 0
𝑥1 + 𝑥2 = 0

⇔ {

𝑥1 = 𝑥3

𝑥2 = −𝑥3

𝑥1 + 𝑥2 = 0

⇔ {
𝑥1 = 𝑥3

𝑥2 = −𝑥3
⇔ 𝑥 = (𝑥3, −𝑥3, 𝑥3) = 𝑥3(1, −1,1) 

𝑣1 = (1, −1,1) engendre ker(𝑢), ce vecteur est non nul donc ker(𝑢) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣1) 

2. On pose  

𝑋𝑣2
= (

1
−1
0

)    et   𝑋𝑣3
= (

−1
0

−1
) 

Les coordonnées de 𝑢(𝑣2) dans la base ℬ sont : 

𝐴𝑋𝑣2
= (

1 0 −1
0 1 1
1 1 0

) (
1

−1
0

) = (
1

−1
0

) = 𝑋𝑣2
 

Donc 𝑢(𝑣2) = 𝑣2. 



Les coordonnées de 𝑢(𝑣3) dans la base ℬ sont : 

𝐴𝑋𝑣3
= (

1 0 −1
0 1 1
1 1 0

) (
−1
0

−1
) = (

0
−1
−1

) = (
1

−1
0

) + (
−1
0

−1
) = 𝑋𝑣2

+ 𝑋𝑣3
 

Donc 𝑢(𝑣3) = 𝑣2 + 𝑣3. 

3. Quelques soient 𝛼, 𝛽 et 𝛾 réels. 

𝛼𝑣1 + 𝛽𝑣2 + 𝛾𝑣3 = 0ℝ3 ⇔ 𝛼(1, −1,1) + 𝛽(1, −1,0) + 𝛾(−1,0, −1) = (0,0,0) ⇔ {
𝛼 + 𝛽 − 𝛾 = 0

−𝛼 − 𝛽 = 0
𝛼 − 𝛾 = 0

⇔ {
𝛼 + 𝛽 − 𝛾 = 0

−𝛼 − 𝛽 = 0
𝛼 = 𝛾

⇔ {
𝛽 = 0

−𝛼 − 𝛽 = 0
𝛼 = 𝛾

⇔ 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 0 

(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) est une famille libre dans un espace de dimension 3, c’est une base de ℝ3. 

4. D’après les questions précédentes 𝑢(𝑣1) = 0ℝ3 , 𝑢(𝑣2) = 𝑣2 et 𝑢(𝑣3) = 𝑣2 + 𝑣3, par conséquent 

𝑀 = (
0 0 0
0 1 1
0 0 1

)

𝑢(𝑣1) 𝑢(𝑣2) 𝑢(𝑣3)

𝑣1

𝑣2

𝑣3

 


