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Exercice 1

1. N=], N' =N, N2 =

o O O
o O O

1
0] et pour n > 2 on a N"” = O la matrice nulle.
0

2. A=T1,A1"=4A
les matrices 41 et N commutent donc on peut appliquer la formule du binéme de Newton.

Vn> 1,47 = 3 (Z) (@I kNE = 30 (Z) gr—k Nk =

k=0 k=0
qn n4n—1 n(n2_1) 4n—2
<’5) ang (g‘) 41N 4 (’;) e n4n—1
0 0 4n

Exercice 2

1. L’équation caractéristique est 72 — 3r +2 = 0 dont les deux racines sont 7, = 1 et 7, = 2, donc les
solutions de cette équation sont y = A\je® + X2e%® ol A\; et Ao sont des constantes réelles.

2. 3 n’est pas racine de 1’équation caractéristique, il existe une solution particuliére de la forme
yp = (Az + B)e3®. ou A et B sont des constantes réelles. On a alors

Yp = Ae3® + 3(Ax + B)e3® = (3Az + A + 3B)e®

yh =3(3Az + A+ 3B)e3” + 34e3* = (9Az + 6A + 9B)e3®
yh — 3y + 2yp = 2e3* & (9Az + 6A + 9B)e3* — 3((3Ax + A + 3B)e3) + 2(Ax + B)e?” =
24 =1 {A =

3 o (2AX + 3A + 2B)e3X = e 2
ze ( +3A+2B)e xe SA+2B 0 B__

3
1
Une solution particuliére est donc
yp = (32 — 3)e*
3. 2 est racine de I’équation caractéristique donc il existe une solution particuliére de la forme yp =
Aze?® ot A est une constante réelle. On a alors :

Yp = Ae®® + 2Axe?® = (2Az + A)e®
yh =224z + A)e*® + 2Ae*" = (4Ax + 4A)e*®
Y —3yp + 2yp = €2® & (4Ax +4A)e®® — 3(2Ax + A)e?® + 24z =2 S A = o A= 1
Une solution particuliére est donc
yp = xe**
4. La solution générale de cette équation est
Y= Ae” + Xoe?® + (Fz — 2)ed + ze®®
Yy0) =0 A+ A+ 3 =0
Y = Ae” + 200 4 3(Fa — 2)ed + 137 + 226’ + e
Y(0) =0 M +20 - §+3+1=0

Cela donne le systéme

)\1+/\2+%=0 N )\1+/\2—% o )\1—|—/\2=—% Al =
MA20-2+1+1=0 M +2X0 =32 Ao =3 =



La solution cherchée est :

Exercice 3

1.

y:_%ea:_’_%eQa:_’_(%x_2)631+x62z
2 0 0 -1 2 0 0 -1 2 0 0 -1
2 1 0 -2 2 1 0 -2 2 1 0 -2
2 __ — —
A% = 3 0 1 1 3 01 1 3 0 1 1 =4
2 0 0 -1 2 0 0 -1 2 0 0 -1

On en déduit que u? = u.

. Im(u) = Vect(2e1 +2e2 4+ 3e3 + 2e4, €9, €3, —e1 —2ea +e3 —e4) = Vect(2e1 +2e4, €2, €3, —€1 —e4) =

Vect(er + eq, €9, €3)

Par une simple vérification on montre que la famille (e; 4 ey, €2, e3) est libre, comme cette famille
engendre Im(u) c’est une base de Im(u) la dimension de Im(w) est donc 3 et bien str le rang de u
est 3.

D’aprés le théoréme du rang : dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = 3 par conséquent dim(ker(u)) = 3.

u est un endomorphisme de R*, pour que celui-ci soit bijectif il faut et il suffit que soit dim(ker(u)) =
0 soit que rg(u) = 4 ce n’est pas le cas, donc u n’est pas bijectif et sa matrice n’est pas inversible.

Pour tout z € R*

2 0 0 -1 1 0 0 O 1 0
2 1 0 -2 01 00 T 0
x = (x1,22,23,24) € E1 & ( 501 3l 1oo 1o ) x; -4 o
2 0 0 -1 0 0 0 1 24 0
3 0 0 -3 zs | |0 1 4=

On en déduit que z € R* < Jxy, 24 € R tels que x = (21, 22,73, 71) = 21(1,0,0,1)+22(0,1,0,0)+
1'3(0, 0, 1, O)

Autrement dit Ej=vect(e; + e4, €2, €3)

On vérifie facilement que (e; + ey, €2, e3) est une famile libre, il s’agit donc d’une base de Eq, on
pose donc v; = ey + e4,v2 = e et v3 = e3, et dim(F;) = 3.

Premiére méthode longue et calculatoire, on cherche d’abord une base de ker(u).Pour tout x € R*.

2 0 0 -1\ /x 0 21 — w4 =0
2 1 0 =2 To 0 201 +x9 — 224 =0
x € ker(u) © u(z) = Ogs & 3 0 1 -3 2| = o & 32, + o5 — 324 — 0
2 0 0 -1 Ty 0 %y — a4 = 0
Ty =21, Ty =21
2y 4+ a9 —421 =0 < ao=2r; < Jz; € R* tel que
3x1 +x3— 621 =0 r3 = 311

x = (z1, 221, 321, 221) = 21(1,2,3,2)

Ce qui montre que ker(u)=vect(e1 + 2e2 + 3es + 2e4) et qu'une base de ker(u) est vy = €1 + 2eg +
3es + 2ey

Ensuite on montre que (e1 + eq4, €9, e3,v4) est une famille libre & 4 éléments et que c’est donc une
base de R*, ce que je ne détaillerai pas dans cette correction, mais il faudrait le faire en examen.

Deuxiéme méthode plus théorique mais tellement plus rapide.

dim(E;) + dim(ker(u)) = 3 + 1 = 4 = dim(R?)

Soit 2 € Ey Nker(u) on a u(x) = Ops et u(z) = x donc & = O+, ce qui montre que : Fy Nker(u) =
{Ogs}, on a bien E; @ ker(u) = R*

Comme E; @ker(u) = R* la famille constituée d'une base de E; et d’une base de ker(u) est une
base de R, si on appelle P la matrice de v dans cette base



OO O
oo = O
o= o o
O O OO

Exercice 4
1. f'(z) =e *In(l +€")
2. f est de classe C'*°, on peut donc appliquer la formule de Taylor-Young a ’ordre 2.

f(@) = J(0) + ['(0)z + ["(0)% + o(a?)
f(0) =0, f'(z) = e *In(1 + e*) entraine que f'(0) = ln( ), puis on calcule
f'(z) =—e"In(1+€e*)+ 61:5:; = —e ?In(1+€”)+ -, d’ott Pon déduit que f’(0) = + —In(2).
Alors

1+(>*’

f(@) =)z + 3(5 — In(2))2> + o(2?)

3. L’équation de la tangente au point d’abscisse 0 est donc y = In(2)z f(z) —y = (3 —In(2))z? < 0,
au voisinage de 0 car % < In(2). Le graphe de f est donc au-dessous de la tangente au voisinage
du point d’abscisse 0.

4. Décomposons la fraction rationnelle en éléments simples avec une petite "ruse"

y(y+1)
_ytl-y _ 1 1

y(y+1) T oyly+l) Ty oyl

5. On fait le changement de variable = ef. Pour 1’élément différentiel et les bornes :
y=e' < t=1n(y)
par conséquent dt = %7” Sit=0alorsy=e’=1etsit=xalorsy=e".
e tin(l+et) = %ln(l + 1)

on en déduit que :

fl@) = [y e ' In(1l+e)dt = fl n(l +y)% — [ % (1+y)dy
6. On pose v'(y) = y—z et v(y) = In(1 + y), donc u(y) = —= et v (y) = ﬁ et on en déduit que :
f(m):[—flny—i—l 1 +f1 y+1

7. On en déduit que

x

f(z) = —e~"In(1 + %) + In(2) + [In]y| — In |1 + y[]¢" =
—e "In(l+€”) +1n(2) + In(e”) —In(l 4+ €*) + In(2) = —(1 + e ) In(1 + €*) + 2 + 21n(2)



