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Correction Feuille 5 : Applications linéaires

Exercice 1
1. La fonction f(x,y) = (0,2y) est linéaire.
Soient (21,y1) et (72,1:) dans R? et soit A € R. On a

fM(z,u) + (22,92)) = f(Az1 + 22, Ay1 + y2)
= (0,2(A\y1 +12))
= (0,A(2y1) + 210)
= (0,A(2y1)) + (0, 2y2)
= A(0,2y1) + (0,2y,)
= Mz, ) + f(z2,92)

2. La fonction f(x,y) = (z + 3,y) n’est pas linéaire car

f(ry 42,91 +y2) = (21 + 22+ 3,01 +y2) 7 (21 +3) + (224 3), 01 +42) = fz1,51) + (2, 2)
3. La fonction f(z) = 1/z n’est pas linéaire car

1 1 1

r+y oy

(et n’est méme pas définie sur un espace vectoriel)
4. La fonction f(z,y) = (y*,x — y) n’est pas linéaire car (la fonction = +—+ z* n’est pas linéaire) :

FQz, \y) = (V2 Mo —y) £ MyP x —y) = Mf(z,y)

5. La fonction f(z,y,2) = (x + z,y + 2) est linéaire.
Soient (21,1, 21) et (22,2, 22) dans R? et soit A € R. On a

FO@1,y1,21) + (22,92, 22)) = f(Az1 + 22, Adyn + Y2, Az1 + 22)
= ((Ar1 +22) + Az1 + 22), (Ay1 +42) + A(z1 + 22))
= (Mar+21) + 22+ 22, A1 + 21) + 42 + 22)
= Max1+ 21,51 + 21) + (22 + 22, Y9, 22)
= M(w1,y1,21) + f(22, Y2, 20)
Exercice 2
Soient f,g: R"™ — R™ des applications linéaires.

— Montrons que f + g est linéaire :
soient z,y € R" et A € R. On a

(f+9)(Ar+y) = fAr+y)+g(Az+y)
= AM(@)+ f(y) + Ag(x) + g(y) car [ et g lin.
= AMf+9)(@)+ (f+9)(y)

— Montrons que f x g n’est pas linéaire :
deux possibilités, soit on dit que

f(Az) x g(Ax) = N2 f(x) x g(x) # Mf(x) x g(x) (faux pour tout A!)

soit on di que
fle+y) xglz+y) = (flx)+ fy) x (gx) +g(y) # [(x) x g(x) + f(y) x 9(y).
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Exercice 3. La Trace matricielle

1. Soient
0 2 11
a=(15) 2= 1)

Alors Tr(A) =0,Tr(B) =2ct Tr(A+ B) = 2.
2. Soient A = (a;;)1<ij<n €t B = (b; j)1<i j<n des matrices carrés réelles. Soit A € R. Montrons que
I’application trace est linéaire :

n

i=1

i=1 i=1

Exercice 4.
1. Soient u = (z,7) et v = (/,9/) dans R? et A € R. Alors on a

fOu+v) = fQr+2"  y+vy)
aAr+2'  y+y)
a(Az, \y) + a2’ + )
= aA(z,y) +a(d,y)

= Af(u) + f(v)

d’ou f est linéaire.
2. Le vecteur (z,y) est dans le noyau de f si

f(a:,y) = (070) A a(a:,y) = (070)'

Comme « est non-nul, cela implique que (z,y) = (0,0). D’ou kerf = {Og2}.
3. -représentation graphique de u et f(u)-, d’ott Imf = R

Exercice 5.

1. -dessin-

2. -dessin-

3. On en déduit que Ry est une application linéaire.

Exercice 6.
1. On suppose que f2= f. On a

1d—f)? = (- f)o(d—f)
Ido (Id - f) — f(1d - f)
Id—f—f—fo(~f)

Comme f est linéaire et comme f? = f, on a

(1= f)? = 1d=f~f+fo(f)
- d-f—f+]
= Id—f

d’ott Id — f est un projecteur (bien stir c’est une application linéaire, cf exo 2).

2. -par double inclusion-

Soit x € ker(Id — f), donc x — f(z) =0, ie f(z) = x, et donc z € Im(f).

Soit y € Im(f), donc il existe = tel que y = f(x). En appliquant f a cette équation, on obtient

) =F(f=@) = fly) = flx) =y
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car f est un projecteur. D’ou y € ker(Id — f).
On en déduit I'égalité des ensembles voulue.

3. Soit x dans kerf et Imf. D’aprés la question précédente, cela revient a dire que x est dans kerf
et dans ker(Id — f). On a donc

(fo=0 {1
x— f(x) =0 f(x)
Les deux espaces sont donc supplémentaires.

4.

(i) Montrons que p est un projecteur :
soit (r,y) dans R?, on a p(x,y) = (v, 2), et

0 =zx=0
x

Pi(z.y) = p(z,7) = (z,7) = p(z,y)

d’oll p est un projecteur.
(ii) projection -non orthogonale- sur la diagonale
(iii) projection -non orthogonale- sur O,

Exercice 7. exo 3 Pascal Lainé / Le coin des exercies / site Licence de mathématiques
Soit f : R® — R? définie par f(x,y,2) = (—22 +y + 2,2 — 2y + 2).

1. Montrons que f est linéaire :

soient (r,y, 2), (2,9, 2) ER*et A€ R. On a

FOGy2) + (@ 2) = FOa 2 M4y v+ 2)

(=202 + )+ My + )+ Nz +2), Mz +2) =20y + ) + Az + 2))
= M=2z4y+2)+(—22"4+y +2), Mz —2y+2)+ (2 =2y +2))
M=2x+y+z,0—2y+2z2)+ (22" +y + 2,2 -2y +2)

= My 2) + Sy )

donc f est linéaire.
2. Soit (z,y, 2) € ker(f), on a donc

fl@,y,2)=0 & (=204+y+z2-2y+2) =00 < Ly {—2$+y+z:0

Lo rT—2y+2=0
Ly —2x4+y+2=0 —2rx+4+2y=0 T =2z
< 2L2—|—L1{ —3Jy+32=0 (:}{ Yy=2z ﬁ{y:z

donc ker(f) = Vect((1,1,1)). D’aprés le théoréme du rang
dim(kerf) + dim(Imf) = dim(R?) = 1 + dim(Imf) = 3

On obtient que dim(Imf) = 2.
3. Comme Imf C R? et dim(Imf) = 2, on a Imf = R?. Une base possible de Imf est {(1,0), (0,1)}.

Exercice 8. exo 21 PL / Le coin des exercices / site Licence de mathématiques
Soit f : R* — R* I'application définie par f(zy, zo, T3, 74) = 21 + To + T3 + 74,
On note B = (ey, €3, €3, ¢4) la base canonique de R*.

1. L’image des vecteurs de la base canonique par f vaut :

£(1,0,0,0) = £(0,1,0,0) = £(0,0,1,0) = £(0,0,0,1) = 1.

Donc Imf = Vect(1) et dim(Imf) = 1.
2. D’aprés le théoréeme du rang, on a :

dim(kerf) + dim(Imf) = dim(R*) = dim(kerf) = 3.
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Soit x = (x4, e, T3, x4) € kerf, on a donc
T1+ 2o+ x3+24=0
On doit exprimer z en fonction de trois vecteurs indépendants :
T = (—x9 — T3 — Xy4,T2,T3,%4) < x =x2(—1,1,0,0) + 23(—1,0,1,0) + 24(—1,0,0, 1)
Le noyau de f est donc engendré par (—1,1,0,0), (=1,0,1,0) et (—1,0,0,1).

Exerice 9.
1. Soient f, g des fonctions définies et continues sur R. Soit A € R. Alors pour tout z on a

SO+ g)(a) = /Ox(Af+g)(t)dt

= /ZAf(t)—i-g(t)dt
— /f dt+/ g(t)dt

= ) + @(g)(x)

d'ott ®(A\f + g) = AP(f) + P(g). La fonction ® est donc linéaire.

2. La fonction f est dans le noyau si pour tout z on a ®(f)(x) = 0. Donc 'aire de la courbe entre 0
et  est nulle pour tout x, donc f est la fonction nulle. (On peut regarder la dérivée de ®(f), qui est
la fonction nulle, donc ®(f) est constante, or elle vaut 0 en x = 0, donc f est la fonction constante
¢égale a 0.)

3. L’image est I’ensemble des fonctions dérivables qui s’annulent en x = 0.

Exercice 10.
1. Soient (uy), et (v,), des suites. Soit A € R. Alors

SO (Un)n + (Vn)n) = f((Muy +v5)0)
= <()\un+2 + Upro) — (MNpg1 + vpg1) — 2(Auy, + vn)>

— (/\(un+2 — Unt1 — 2Un) + (Vnt2 — Vg1 — 2U"))
= M ((un)n) + f((0n)n)

n

d’ou f est linéaire.
2. Pour étre dans le noyau, (u,), doit vérifier la relation

Upt2 = Upt1 + 2Uy,.

Exercice 11.
1. Soient ¥ et y deux fonctions C*. Soit A € R. Alors

fOu+12) = Ay +32) + Ay +12)
Ayy +y1) + (12 + 2)
= Af(p) + f(v2)
d’ou f est linéaire.
2. Les fonctions dans le noyau sont de la forme
y(t) = K exp(—t)

ou K € R.
3. On en déduit que ker(f) = Vect(t — exp(—t)).



Exercice 12. exo 7 PL / Le coin des exercices / site Licence de mathématiques
Soit B = (ey, e, e3). Soit f : R* — R® I'application linéaire définie pour tout u = (z,y, z) € R? par :

f(u) = (6x — 4y — 42,50 — 3y — 4z,x — y).

1. Soit u = (x,y,2) € R®.

6r —4y —4z =10 6r —4xr —42 =0 1
u€ekerfs ¢ br—3y—42=0 << br—3xr—42=0 <:>{Z_§m
r—y=0 T=1y y=x

On en déduit que u € kerf si et seulement si u est de la forme x(1,1,1/2). D’ou kerf = Vect(1,1,1/2)
(ou aussi = Vect(2,2,1)).
2. Soit b=-¢e; + ey et ¢ = ey — e3.

a. Onab=(1,1,0) et ¢ = (0,1,—1).

fO)=(06-4—0,5-3-0,1—1)=(2,2,0) =2b
fl)=(0—4+40-3+40-1)=(0,1,-1)=c

b. On a f(b) = 2b et f(c) = ¢ qui sont dans Imf. De plus, ces deux vecteurs sont linéairement
indépendant, donc {b, ¢} forme une famille libre de Imf. D’apres le théoréme du rang, on

dim(ker f) 4+ dim(Imf) = dim(R?)

donc dim(Imf) = 2. Une famille libre & deux éléments dans un espace vectoriel de dimension 2
est une base.
Autre méthode : travailler avec f(ey), f(ez), f(es) qui engendre Imf (...).

3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im(f) :
Soit u = (z,y,2) € Imf, le but est d’avoir des relations entre x,y, z. Par la question précédente, on
sait qu’il existe o, 5 € R tels que

T =2« T =2«

(z,y,2) =af() +Bf(c) & y=2a+8 &< z2=-0
z=— y=x—=z2

Tout vecteur de Imf vérifie donc ’équation x — y — z = 0. 4. Le vecteur a générateur de kerf n’est
pas dans Imf (car ne vérifie pas I’équation précédente), donc la famille de trois vecteurs {a, b, c} est
libre dans R?, et donc une base. En particulier, on a kerf @ Imf = R3.

Exercice 13. exo 8 PL
Soit B = (eq, e, €3, ¢4) la base cacnonique de R* et B' = (f1, fa, f3) la base canonique de R®. Soit
u : R* — R® Iapplication linéaire définie par

uler) = fr — fo+2fs; u(ea) = 2f1 + fo — 3f3; ules) = 3f1 — fs; u(es) = —f1r —2f2 +5fs.
1. L’image par u du vecteur x = (x1, 22, 2,3%,4 ) st :
U(]}) = (xl + 2$2 + 3.733 — $4)f1 + (—xl + X9 — 25(74)f2 + (2$1 — 3!172 — T3+ 5.T4)f3

2. Soit x = (x1, T2, w3, x4) € kerf, alors

2 _zy = 2 —z4 =
1 + 229 + 333 — 24 0 X1+ 2my + 3wz — 14 0 71+ 200 + 325 — 24 =0
—r1+x—22, =0 & 3Ty + 323 — 3zy =0 Ty + 23— T =0
2I1—3[E2—I3+5$4 =0 —71’2—7I3+7I’4 =0 2 3 4 N
Tr1 = —T3 — X4
=
Ty = —T3+ Ty



Donc z = (—x3 — x4, —3 + x4, 73, 74) = x3(—1,—1,1,0) + 24(—1,1,0,1). Les vecteurs (—1,—1,1,0)
et (—1,1,0,1) forment une famille génératrice de kerf, de plus ils sont linéairement indépendants,
ils forment donc une base de kerf. On a donc dim(kerf) = 2.

3. Par le théoréme du rang, on sait que dim(keru) = 2. Les vecteurs u(e;),u(es) sont Li., donc
forment une base de Imu.

Exercice 14. exo 59 PL décomposé

Soit u : Re[X] — Ry[X] défini par u(P) =P + (1 — X)P".

Soit B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X].

1. Montrons que u est une application linéaire. Soient P, @ € Ry[X] et A € R. On a

uAP+Q) = A\P+Q)+(1—-X)A\P+Q)
= MP+(1-X)P)+(Q+(1-X)Q)
Mu(P) + u(Q)

De plus deg(P) < 2, deg(P') < 1 donc deg(u(P)) < 2. D’ou Im(f) C Ry[X].
2. Soit P = aX? +bX + ¢ € ker(u), alors

P+(1-X)P=0 & (aX*+bX +c)+ (1 - X)(2aX +b)=0
& aX?+bX +c+2aX +b—2aX?—bX =0
& —aX?’+2aX +b+c=0
—a =10
& { 2a=0 @{ b“_:_oc
b+c=0

P est dans keru s’il est de la forme P = bX — b = b(X — 1). Le noyau keru est donc engendré par
X —1.

3. On a dim(ker(u)) = 1 et par le théoréme du rang dim(Im(u))=2.

4. I’image de la base canonique de Ry[X] par u est

u(l) =1, w(X) =1, u(X?) =2X — X?
Les polynomes 1 et 2X — X? ne sont pas proportionnelles donc forment une base de Im(u).

Exercice 15.
Soit ' un R-espace vectoriel de dimension finie p. Soit f une application linéaire de F dans E.
1. Soit = € kerf*. On peut donc écrire f*(z) = 0. En particulier

fF @) = f(fH () = f(0) =0,

la derniére égalité est vraie car f est linéaire. On a donc = € kerf
2. On a dim(ker f*) < dim(ker f*).
3. Soit y € Imf*. Donc il existe z tel que

y=f"a) = fF(f(2)

donc y est 'image par f* de f(z). D'ott y € Imf*, ce qui prouve Im ¥+ c Imf*.

4. On a dim(Im ') < dim(Imf*).

Question hors-TD. La suite (dim(ker f*)); est croissante et majorée par dim(E) = p, donc elle
converge. Comme c’est une suite a valeurs entiéres et qui converge, elle est constante a partir d’un
certain rang ko. (Idem pour (dim(Im £*));)

k+1 k+1

, ce qui prouve ker f* C ker f



Exercice 16. - Question de cours exo 24 de PL
Soit w : £ — E une application linéaire. Montrer que |u est injective|] < [keru = {0g}].
Commengons par montrer que si u est injective, alors ker(u) = {Og}. Pour A =0, on a

u(Az) = Au(z) = 0.u(x) =0

donc le vecteur Op est dans ker{u}. Comme u est injective, on ne peut pas avoir d’autres valeurs
dont I'image est zéro. D’ou ker(u) = {0g}.
Montrons maintenant que ker(u) = {0} implique u injective. Soient x, 2’ € FE tels que

uw(z) = u(z') < u(x —2") =0 (par linéarité)
& 1z — 2’ =0 (par hypotheése)
sr=2a

donc u est injective.

Exercice 17. exo 7 ancienne feuille

Soit f une application linéaire de R" dans R™.

1. Montrons que si vy, vy, ..., v, engendrent R" alors f(v;), f(v2), ...f(v,) engendrent Im(f) :

Soit y € Imf, alors il existe x € R" tel que y = f(z). Comme les vecteurs vy, ..., v, engendrent R", il
existe ay, ..., a, des réels tels que

p
T=a101 + ... +apv, = g a;v;
i=1

On a donc

y=[f(x)=f (Z ai”z’) = Z%’f(%’)

=1

la derniére égalité étant vraie par linéarité de la fonction f. Tout vecteur de I'image de f peut donc
s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs f(vy), ..., f(v,). Donc les vecteurs f(vy), ..., f(vp)
engendrent Im f.

2. Montrons que si f(v1), f(va), ..., f(v,) forment un systéme libre alors vy, va, ..., v, est libre aussi.
Pour cela, faisons un raisonnement par I’absurde :

On suppose qu'il existe des réels ay, ..., a, non nuls tels que

p
E a;V; = 0
=1

Par linéarité de f on a donc

f(iaivz Zal v;) et f(0 :>ZaZ v;)
i=1

or par hypothése, les vecteurs f(vy),..., f(v,) sont libres, contradiction! D’ou les vecteurs vy, ..., v,
sont libres.

3. Montrons que si f est injective et si vy, ..., v, est un systéme libre alors f(v1),..., f(v,) est libre
aussi. Pour cela, faisons un raisonnement par ’absurde :

On suppose qu'il existe des réels ay, ..., a, non nuls tels que

Z aif(”z’) =



Par linéarité de f on a

f (Z CLZ‘U1'> =0

et par injectivité de f (cf exo 10, question de cours)

p

Z(lﬂ]i =0

=1

Or on a supposé les vecteurs vy, ..., v, libres, contradiction! Donc les vecteurs f(v1), ..., f(v,) sont
libres.

Exercice 18. exo 25 PL
Soit u : F — FE une application linéaire et A un réel. Soit E, = ker(u — \idg).
1. Soit x € E), on peut donc écrire

(u—Nidg)(x) =0 < u(x) — Ax =0 < u(zr) = Az.

Montrons que E) est un sous-espace vectoriel de E :
Soient x,y € F) et a € R, alors

wlar+y) = oau(x)+u(y) (par linéarité de u)
= aAz + Ay (par hypothése sur z et y)
= Aoz +y)

donc u(azx +y) — Mazx +y) =0, d'ott ax +y est dans E). L'espace E) est donc un espace vectoriel,
inclut dans F par définition de wu.
2. Soient y;,y2 € u(F) et o € R. Soient x1, x5 € F tels que u(zy) = y; et u(zs) = y2. On a

ayr +y2 = au(zr) + u(zs)
= wu(ax; + x5) par linéarité de u

Comme F' est un espace vectoriel, axy + x9 € F, d’ott ay; + y2 € u(F). On en déduit que F est un
espace vectoriel, inclut dans E par définition de wu.

3. Si A # 0. On montre que u(E)) = E, par double inclusion :

Soit x € E), d’aprés la question 1, on a

1
uwz) =M & XU(I) =xcar A #0

1 . :
S ou (XI> = x par linéarité de u
Comme F) est un sous-espace vectoriel qui contient z, il contient aussi (1/\)x. Donc x € u(E)). On
a donc la premiére inclusion Fy C u(FE)).

Soit y € u(E)), alors il existe z € F) tel que u(x) = y. Or comme, d’aprés la question 1, u(z) = Az,
d’otu y = Az. Comme FE, est un sous-espace vectoriel qui contient z, on en déduit que \x =y € E,,
d’on U(E)\) C E)\.

On en conclut que u(E)) = E,.

Exercice 19.

Soient E, F', G des espaces R-vectoriels, avec f une application linéaire de F dans F' et g une
application linéaire de F' dans G.

1. Montrer que [Imf C kerg] < [go f(z) =0 Vz € EJ.
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Etape =.
Soit x € E. On a

go f@) = g(f(x)) =0

car Imf C kerg. D’ou pour tout x € E, go f(z) =0.
Etape <.
Soit y € Imf, alors il existe x € E tel que y = f(x). Or

gof(z)=0=g(y) =0

d’ott y € kerg. On en déduit 'inclusion Im f C kerg.

Exercice 20. exo 23 PL
Soit u : F — FE une application linéaire, E étant un espace vectoriel de dimension n pair. Montrons
que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) u*(z) = 0 pour tout x € E et n = 2dim(Im(u)).
(b) Im(u) = ker(u).

Etape (a) = (b).
On commence par montrer une inclusion : soit y € Im(u), alors il existe x € F tel que y = u(x).
Comme on suppose (a), on sait que

w(r) =0=u(y) =0

d’ott y € ker(u). On en déduit que Im(u) C ker(u).
On conclut par égalité de la dimension de espaces : par le théoréme du rang, on a

dim(Imu) + dim(keru) = dim(F) = % + dim(keru) = n = dim(keru) = %
Comme dim(Imu) = dim(keru) et qu’on a une inclusion, les espaces sont égaux.
Etape (b) = (a).
Par le théoréme du rang, on a

dim(Imu) + dim(keru) = dim(E) = 2dim(Imu) =n

Montrons maintenant la premiére partie de (a). Soit x € FE, alors u(z) € Imu = keru d’aprés (b),
d’ou

u(u(:c)) =0 u?(zr) = 0.

L’équation est vraie pour tout z € E.



