CORRECTION DE LA FICHE 5 SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 2
Soient f,g: R — R des applications linéaires.

1. Montrer que h := f + g est une application linéaire.
2. Montrer que si le produit de f et g ne pas 'application nulle, alors il n’est pas linéaire.

Solution :
1. Vz,r’ e Ret VA€Ron a

W+ ') = (f +g)(x + M) = [z + Aa') + g(z + Aa') = f(2) + Af(2') + g(z) + Ag(2)
par la linéarité de f et g, et alors
Wz +Ax') = f(z) + g(x) + A (f(2) + g(2")) = h(z) + Ah(2')

d’ou h est linéaire.
2. Soit k := f - g. Selon I’énnoncé, il existe un x € R* tel que k(x) # 0. (Remarque : La linéarité de f
implique que f(0) =0.) Soit A € R*\{1}. Alors

k(Az) = f(Ax) - g(Ax) = Af(z)Ag(x)

par la linéarité de f et de g. Alors
E(Ax) = N2k(x) # \k(z)

selon les hypotheses sur x et A.

Remarque : Une application linéaire f: R — R est 'application nulle si et seulement s’il existe un zy € R*
tel que f(zg) = 0. (Preuve que cette condition est suffisante : Vo € R on a f(z) = f(;-z0) = ;- f(z0) =0
ol, pour la deuxiéme égalité, on a utilisé que f soit linéaire). Alors, 'ennoncé peut rester comme il était si
I’on ajoute que f et g soient des applications linéaires non-nulles.

Exercice 5

cf document joint

Exercice 6
Solution :
1. Md—f)?=d—flo(ld—f)=Id—f—f+ f2=1d—2f+ f2 =1d — 2f + f = Id — f, oi1 nous avons
utilisé f2? = f, car f est un projecteur. Donc (Id — f)? =Id — f et Id — f est aussi un projecteur.
2. Montrons d’abord que ker(Id — f) C Imf. Soit = € ker(Id — f). Cela signifie que  — f(x) = 0. Donc
x = f(z) € Imf par définition de Imf.
Montrons ensuite que Imf C ker(Id — f). Soit y € Imf, par défintion de Imf il existe x € R, tel que
f(x) = y. On calcule alors f(y) = f(f(z)) = f?(z) = f(z) =y, car f est un projecteur et f> = f. De plus
(Id - f)(y) =y — f(y) =0, dapres ce qui précede. Donc y € ker(Id — f).
En conclusion ker(Id — f) = Imf.
3. Pour montrer que kerf et Imf sont supplémentaires nous devons montrer que kerf + Imf = R? et
kerf NImf = {0}.
Montrons d’abord que kerf N Imf = {0}. Soit y € kerf NImf. Vu que y € Imf, il existe 2 € RY, tel que
f(z) =y. De plus y € kerf, donc f(y) =0. Dela on a :

0= f(y) = f(f(x)) = f*(z) = f(z) =y

Donc y =0 et kerf NImf = {0}.
Montrons ensuite que kerf + Imf = R%. Soit z € R?, on a:

r=x— f(z)+ f(z) = (x — f(2)) + f(=)

Or z — f(z) = (Id — f)(z) € Im(Id — f). Mais en appliquant le résultat de la question précédente (avec
f <« (Id — f), ce qui est légitime car d’apreés la premieére question, les deux sont des projecteurs), on
a Im(Id — f) = ker(Id — (Id — f)) = kerf. Donc z — f(x) € kerf et évidemment f(z) € Imf. Ainsi
x € kerf + Imf. Donc kerf + Imf = R?.

En conclusion kerf @ Imf = R?

4.

(i) D’une part p(z,y) = (z, 7). D’autre part p?(z,y) = pop(z,y) = p(x,z) = (z,2). Donc p? = p et p est



un projecteur.

(ii) L’'image de p est la droite {(z,z)|x € R} dans le plan R?.

(iii) Pour le projecteur (Id — p), nous avons (Id — p)(z,y) = (x,y) — p(z,y) = (z,y) — (z,

On a que Imp C {(0,y)|y € R}. De plus en prenant (z,y) = (0,y), on a que Im(Id — p) = {
Exercice 7 :

r) = (0,y — z).
(0,y)|ly € R}.

Soit f: R® — R? définie par f(x,y,2) = (=22 +y + 2,2 — 2y + 2)

(1) Montrons que f est linéaire :

f()‘(‘r>y72)) = f(Axa)‘:%/\Z)

= (=2 z + Ay + Az, \x — 2y + \2)
=A2z+y+2),AMx—2y+2)=A-2x+y+zx—2y+2)=\(2,9,2)

f((@1,91,21) + (22, ¥2, 22)) = f21 + T2, 41 + Y2, 21 + 22)
= (=2(21 +22) + (41 +y2) + (21 + 22), (21 + 22) = 2(y1 + y2) + (21 + 22))
= (—2x1 4+ y1 + 21 + 222 + Y2 + 20,21 — 2y1 + 21 + T2 — 2y2 + 29)
= (=21 +y1 + 21,71 — 2y1 +21) + (=222 + Y2 + 22,72 — 2y2 + 22) = f(21,y1,21) + f(22, Y2, 22)

(2) On a:

(x,y,2) € ker(f) & f(x,y,2) =(0,0) i.e (—204+y+ 2,2 —2y+ z) = (0,0)

On résout le systeme suivant :

{2x+y+20

) ~0 _
& (Ly « 2Ly + Ly Sty H= st TF
z—2y+z2=0

=3y +32=0 y==z

On a donc u € ker(f) & u = (2,2,2) = 2(1,1,1) & ker(f) = Vect(1,1,1). Le vecteur (1,1,1) est une
base. On applique le théoreme du rang :

dim(R?) = rg(f) + ker(f) & rg(f) =3 -1=2

(3) On considere la famille {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} qui est une base et donc engendre R3; la famille
{f(e1), f(e2), fle3)} = {(—=2,1),(1,-2),(1,1)} engendre Im(f). Cette famille n’est pas libre car rg(f) = 2.
On résout le systeéme donné par équation Aq(—2,1) + A2(1, —2) 4+ A3(1,1) = (0,0) afin de trouver les rela-
tions de dépendance linéaire entre vecteurs :

—2X1 + X+ A3=0
AL —2M+A3=0

Cest le méme systéme qu'en (1) et donc Ay = Ao = A3. En prenant Ay = 1, on obtient (1,1) =
—(=2,1) — (1,-2) et donc Im(f) = Vect{(-2,1),(1,-2),(1,1)} = Vect{(-2,1),(1,—2)}. Or la famille
{(-2,1),(1,-2)} est libre car les deux vecteurs sont non-collinéaires, il s’agit donc d’une base de Im(f).

Exercice 8
Solution :
1. im(f) = f(R*) = R car, par exemple, Vo € R, f(x,0,0,0) = x.
2. Selon le théoreme du rang, dim (ker(f)) = 4 — rg(f) = 3 car, selon lobservation ci-dessus, rg(f) =
dim (im(f)) = 1. Pour une base B’ de ker(f) il nous faut alors trois vecteurs by, be,bs linéarement
indépendents qui satisfaisont f(b;) = 0, ¢ = 1,2,3. Remarqons, que selon Iénnoncé, f(e,) = 1 pour
chaque a € {1,2,3,4}. Alors, un choix possible est B’ = (e; — e4, €2 — €4, €3 — €4).



Exercice 10 Solution :
1. V u = (Un)nen €t v := (Vn)nen, des suites a valeurs dans un corps K, et VA € K, nous avons pour tout
neN

(fu+ ), = (u+A0)py2 — (U+ A0)pp1 — 2(u+ AV)p, = Upyo + Apgo — Unp1 — AUpg1 — 2uy, — 200,
et alors
(f(u+ ), = tnt2 — Unt1 — 2un + A (Vns2 — Ung1 — 205) = (f(w)),, + A (f(v)),,
Qo flu+ Ao) = f(u) + Af(v).
2. f(u) = 0 implique pour tout n € N : (f(u)),, = tnt2 — Unt1 — 2u, = 0. Exercice 11
Solution :
1. f: C*R,R) = CO(R,R),y =~y + 9. Yyi,y2 € C*(R,R) et VAER :
Flyr +Ay2) =y + Ayz + (Y1 + M) = v+ A2 +y1 + Mg
Alors
Flyn+Ay2) =1 +y1 + Ay2 +95) = f(1) + M (32)-
2. Déterminons ker(f) = {y € C*(R,R)|y +y’ = 0}. Alors, pour toute y € ker(f) on a :

y(@)+9(x) =0 , Vo € R. (1)

Une solution évidente est y = 0, c’est-a-dire, y(z) = 0 Vo € R. (En fait, le noyau ker(f) d’une application
f linéaire est toujours un éspace vectoriel et alors forcement 0 € ker(f)). Supposons maintenant y €
ker(f)\{0}. Ainsi il existe un zp € R tel que y(xg) # 0. Par la continuité de y, on a y(z) # 0 pour tout
x € Iy, ou I, est un intervalle contenant zo. Alors pour = € I, la fonction x — In(|y(x)|) est bien défini
et selon Eq. (1) on a pour sa dériveé

y'(2)
(In(ly(x)]))’ = -1
Intégration nous amene a
In(ly(z)]) =—z+C < |y(@)| =c-exp(—x) (2)
pour un C' € R et un ¢ = exp(C) € RY. Maintenant on voit que, dans notre cas, y(zo) # 0 pour un seul
xo € R implique que y(z) # 0, Vz € R.
(Remarque : C’est une consequence de notre choix de f. Si 'on cherche, par exemple, le noyeau de

g: C?*(R,R) — C°(R,R),y ~ y + y" on a sin € ker(g) qui n’a évidemment pas cette propriété. En fait,
similairement au resultat d’exercice présent, on a, sans preuve : ker(g) = Vect(sin, cos).)

y € ker(f) est équivalent a la validité de I'Eq. (1). On vient de montrer que si, en plus, y # 0, alors
forcement

ylx)=A-e ™ | Ve € R,

pour un A € R, cf. (2). On voit aussi facilement que tout y de cette forme est une solution d’Eq. (1) pour
chaque A € R. Alors on a trouvé

ker(f) = {Me ®)pez, A € R} = {\ (expo(—id)), \ € R}.

3. ker(f) = Vect ((e7*)zer). Alors 'application x — exp(—x) est une base de ce sous-espace vectoriel de
C'(R,R) de dimension 1.

Remarque : Le sous-espace im(f) = f (C'(R,R)) C C°(R,R) n’est pas un espace vectoriel de dimension
finie.
Exercice 12. On considere I'application linéaire f : R® — R3 définie par

flx,y,2) = (6x — 4y — 42,52 — 3y — 4z, — y).
1. On rappelle que Ker(f) = {u € R? t.q. f(u) = Ogs} donc

6z — 4y — 4z = 0
u=(z,y,2) € Ker(f) & f(u) =(0,0,0) &< bz — 3y — 4z = 0
r -y =0
6 — 4 — 4z = 0
Sq o0t — 3 — 4z = 0
r =Y
54
r= 1Y



d’olt on obtient finalement la condition z = y = 2z. Par conséquent, u = 2(2,2,1) et le vecteur
a = (2,2,1) est donc tel que Ker(f) = Vect(a).

2a. Soit b=-e; +e3 = (1,1,0) et c = e3 —e3 = (0,1,—1). Par conséquent, on a
f)=(6x1-4x1-4x0,5x1-3x1-4x%x0,1-1)=1(2,2,0),
FlO)=(6x0—4x1—4x(-1),5x0-3x1—4x(~1),0—1) = (0,1, —1).

2b. On remarque d’apres la question précédente que f(b) = 2b (donc b = f($b) puisque f est linéaire) et
que f(c¢) =c. Dou b, ¢ € Im(f) par définition. De plus, ces deux vecteurs forment une famille libre
de Im(f), car ils sont non colinéaires. D’ott dim Im(f) > 2. Mais on a vu & la question précédente que
dim Kerf = 1, ainsi d’apres le théoreme du rang:

dim Im(f) + dim Ker(f) = 3 = dim Im(f) = 2,

et donc (b, ¢) est en fait une base de Im(f).

3. On vient de montrer que Im(f) = Vect ((1,1,0),(0,1,—1)), donc un vecteur v = (x,y,2) est dans
Im(f) si et seulement si il existe a et 8 dans R tels que

X = Q
(,9,2) =a(1,1,0) + (0,1,-1) & vy = a + f
: = —B

En remplacant respectivement x par « et z par —f dans la deuxieme équation, on obtient alors la
condition y = x — 2z, d’ott Im(f) = {(z,y,2) € R3 t.q. x —y — 2 = 0}.

4. Vérifions tout d’abord que Ker(f) NIm(f) = {0}. Supponsons que (z,y, z) est dans Ker(f) N Im(f).
D’apres la question 1., on a vu que (z,y, z) est de la forme Aa avec a = (2,2,1), d’ott & = y = 2z.
Maintenant, regardons quand un tel vecteur (2z, 2z, z) est dans Im(f). D’apres la question précédente,
Im(f) = {(z,y,2) €R® t.q. z —y—2=0}. Or

22— 2z —z2=—2z,

et ceci vaut 0 si et seulement si z = 0, autrement dit si (x,y,2) = (22,2z,2) = (0,0,0). Donc
Ker(f) NnIm(f) = {0}.

Maintenant, reste & montrer que Ker(f) + Im(f) = R?. Comme Ker(f) + Im(f) C R?, il suffit de
montrer qu’ils ont méme dimension. D’apres la formule de Grassmann,

dim(Ker(f) 4+ Im(f)) = dim Ker(f) + dim Im(f) — dim(Ker(f) N Im(f)) =2 +1— 0 = 3 = dim(R?).

Exercice 13. On note (e, ez, e3,€4) la base canonique de R* et (f1, fo, f3) la base canonique de R3.
On considere I’application linéaire u : R* — R3 définie par

u(er) = fi — fa +2f3,u(e2) = 2f1 + fo — 3f3,ules) = 3f1 — f3,ules) = —f1 —2f2 +5f3.

1. Considérouns le vecteur (z,y, z,t) € R*. Par définition, ce vecteur se décompose dans la base canonique
de R* sous la forme
(z,y,2,t) = xe1 + yea + zes + tey.

Ainsi, par linéarité de 'application u, on en déduit que
u(z,y, z,t) = u(zer + yes + zes + tey) = zuler) + yules) + zu(es) + tu(es),
or u(er) = (1,—1,2), u(es) = (2,1,-3), u(ez) = (3,0,—1) et u(es) = (—1,-2,5). D’ou

w(z,y,z,t) = (x+2y + 3z —t,—x +y — 2t,2x — 3y — z + 5t).



2. Par définition, Ker(u) = {(z,y, 2,t) € R* t.q. u(z,y,2,t) = 0}. D’ou

r 4+ 2y + 3z — t =0
(z,y,2z,t) eKer(f) &< —z + vy - 2t = 0
2c — 3y — =z + 5 = 0
r + 2y + 3z — t =0
& 3y + 3z — 3t = 0
Li<+Lo+Ly,L3<L3+2L> _ y _ P + ¢ _ 0
x + 2y + 3z — t =0
< { y + 2 — t =0
x + y + 2z = 0
< { y + 2z — t =0
On obtient donc les conditions x = —y — 2z et t = y + 2z, ainsi

(xvya th) = (7y - 2Z,y, 2y + Z) = y(fla 15 07 1) + 2(727 03 15 1)

Donc la famille composée des 2 vecteurs (—1,1,0,1) et (—2,0,1,1) est une famille génératrice de
Ker(u), et elle est libre puisque les 2 vecteurs sont non colinéaires. Ainsi, ¢’est une base de Ker(u), et

dim Ker(u) = 2.
3. D’apres le théoréeme du rang, on a
dim Ker(u) + dim Im(u) = dim R* = 4,

d’ott on déduit d’apres 2. que dim Im(u) = 2. 1l suffit donc de trouver 2 vecteurs dans Im(u) formant
une famille libre, c¢’est & dire 2 vecteurs de Im(«) non colinéaires. En regardant les images des vecteurs
de la base canonique, on remarque que u(es) et u(es) sont non colinéaires, donc ils forment une base

de Im(u).
Exercice 18 :
Soit u : E — E une application linéaire et ) = ker(u — M\ d) = {z € E|(u — Ad)(xz) = 0}
(1) Soit « € Ej, on a par définition :
(u—AId)(x) =0
Sulr)— Az =0

S u(r) =\

Montrons que Ey = ker(u — AId) est un sous-espace vectoriel :
a) u(0) = 0 car u est une application linéaire et A0 = 0, donc (u — AId)(0) =0 < 0 € ker(u — Ald)
b) Soient x1,z2 € Ey (en particulier (u — AId)(z1) = (u — AId)(z2) =0), et A\;, A2 € R
(u — )\Id)()\lxl + )\2.’1)2) = u()\lxl + )\25(}2) - )\()\1.’171 + )\2$2)
= u()\lasl) + u()\gl‘g) - )\/\1$1 — )\/\QIQ
= )\111,(1'1) — )\1)\%1 + )\Qu(ifz) — )\2)\%2
= )\1(U($1) — )\1‘1) + /\Q(u(l‘g) - /\l‘g) =)\ (u — )\[d)(.%‘l) + )\Q(u - /\Id)(l‘g)
= M0+ X0=0 Az + A\ax2 € F)

(2) Soit F C E un sous-espace vectoriel (sev) de E. Montrons que u(F) est un sev.
a) u(0) =0, or 0 € F car F est un sev. Par conséquent, 0 € u(F)
b) Soient u(z1),u(z2) € F ((avec donc x1, 22 € F) et A1, A2 € R,

)\1’LL(.7J1) + )\Q’LL(.%‘Q) = u()\lml) + ’U,(/\Qaig) = u()\lxl + )\2.%‘2) S U(F)

On remarque en effet que u est linéaire et que A\jx1 + \axo € F car F est un sev (stable par combinaison



linéaire).

(3) Montrons que u(Ey) = E) avec A # 0 (on montre les deux inclusions). Soit x € E), on a par la
question (1), u(z) = Az. D’une part, par (1) FEy est un sev donc en particulier stable par multiplication
scalaire, par conséquent u(z) € E).

D’autre part, x = %u(x) et donc puisque u(FE)) est un sev par (2) et en particulier stable par multipli-

cation scalaire, © € u(E)).



