Exercice 28.

Soit A un anneau fini. Soit P < A idéal premier.

Montrer que P est un idéal maximal.

Rappel. P est un idéal premier si P+ A et si Vo, yeA, zyeP=x ou yeP.
&l’anneau quotient A/ P est intégre.

P est maximal si pour tout idéal P<I<A,onal=P ou A.

&l’anneau quotient A/ P est un corps.

Donc maximal=-premier mais en général premier #maximal : exemple 0 est
premier mais non maximal dans Z.

Indication : raisonner avec A/ P. Vérifier qu’un anneau intégre fini est un
corps.

A fini=A/ P est fini. Or un anneau intégre fini est un corps.

En effet si A’ est un anneau intégre fini, alors pour tout 0+ aeA’, 'application :
A'— A" x+ ax est injective =surjective. Donc il existe x tel que ax=1.

a inversible!.

Si A est fini, si P < A est premier, alors A/ P est intégre fini=corps=A/P =
corps= P maximal.

Exercice 29.

Soit A idéal, soit M < A idéal maximal. Si M" < P et P idéal premier, alors
P=M.

Il suffit de montrer que M < P car M idéal maximal. Soit zeM. Alors x"eP.

Comme P premier, 2"eP = xeP.

En effet 2"eP < 2" =0 dans A/P. Or A/P est intégre donc 2" =0 dans
A/P=x=0dans A/P c-a-d zeP.

Ou bien : P premier signifie que =,y ¢ P=-xzy ¢ P en particulier, v ¢ P=x" ¢ P.



C’est vrai pour tout xeM donc M < P.
Exemple : si p|27, alors p=3. (M =(3), n=3, P=(p))
Exercice 30.

Cardinal de Z[v/d]/(m). On suppose d entier sans facteur carré. Si d=c?d’,

alors Vd =cVd' = Z[\/d) = Z[Vd|

ZINd) =77\ d={a+b\/d:a,beZ}.

(m) ={m.(a+b/d): a,beZ} = {ma+mbV/d: a, beZ}

a+bv/de(m)<mla

et m|b.

Z[\/d] | (m) < (Z/mZ)? bijection !

a+byv/dmodm < (a,b)

Donc |Z[v/d] / (m)| =m?.

Ex. |Z[v2]/(3)]=9. (Z[v2]/(3) =)

(2) est premier dans Z[\/d] < Z[\/d]/(2) est intégre.

ler cas : d pair. 0% +/d dans Z[v/d]/(2). Mais vd"=d=0 dans Z[\/d]/(2).

Donc non intégre !

2éme cas : d est impair , alors : d —1=0Z[/d]/(2) = (d—1)=(v/d — 1)(+/d + 1)
—— 40

%
donc anneau  Z[v/d]/(2)n’est pas intégre.

Donc 2 n’est pas premier dans Z[/d].

Exercice 31.

1)
I.JSA mpA—A/la—a+1.



J=m (J)

7, surjectif = (J)=idéal de A/I. En effet, si aeA/I,sixzeJ, alors
ary(x)=m (az)e].

2) A/T;=A/(IT+J)
I+J={c+y xel,yeJ}
A/(I+J)— A/l/;
s+l +J=(x+1)+J
s+l +J(x+1)+J

Ces deux applications sont bien définies et sont réciproques I'une de l'autre (et
ce sont des morphismes d’anneaux)

Corollaire. Comme [+J=J+1,ona: A/I/=A/JT [z

Exemple . Z[/2]/(3) 2 F[X]/(X?—2)~7Z[X]/(3, X?-2)
Al [m5(I) A/ 7 (J)

(A=7Z[X], I =(3),J =(X%—-2)=Z[\/2]/(3) est un corps).
m7(J) = l'idéal engendré par X2 — 2 dans I'anneau Fs[X]
J = l'idéal engendré par X2 — 2dans Z[X].

Exercice 33.

1)

(5, X2+ 3) n’est pas principal dans Z[X].

Sinon : AP(X)eZ[X], (P)= (5, X?+3) ...

=b5e(P) = P |5dans Z[X]| = P(X) = constante =+5 ou +1
Or P |X?+3dansZ[X] = P =41 (car 5 ne divise pas 1)
Donc (P)=7Z[X]. Or (5, X?+ 3) + Z[X].

En effet, si 1= A(X)5+ B(X)(X?+ 3) avec A,BeZ[X], alors :

1=A(i+/3) x 5= (a+1i+/3b) X 5 pour certains a,beZ=>1=(a®+ 3b%) x 5 absurde.
€7



(X2+1,X +2) n'est pas principal dans Z[X].

Sinon : il existerait PeZ[X] tel que (P)=(X?+1,X +2)
=P|X%+1 dans Z[X]|= P=+1 ou £(X?+1).

Or PIX+2=P=41=>(X?+1,X +2) =(1)=2%[X]

Maissi 1= A(X)(X?2+ 1) + B(X)(X +2) avec A, BeZ[X] = 1= A(-2) x 5
absurde !

(X3—1,X*—1) est principal dans Z[X]
X 1=(X-1D)(X?+X+1), X1 —1=(X - 1)(X+1)(X2+1)
Si(X3—1,X*=1)=(X -1 (X2+ X +1,(X +1)(X2+1))=(P) avec P(X)eZ[X]
(X2 4+ X +1, (X +1)(X2+1)=(Q) ot Q=——eZ[X].
=0Q==*1
Or, (X +1)(X?2+1)=X(X?2+X +1)+1 donc
(X2+X+1L,(X+D)(X2+H1D)=1)=(X*-1,X*-1)=(X —1).

2) (application du n°30)

(x,x+1)=(1)=Z[x]

X

ATTENTION : ce n’est pas un idéal propre.
Zlz]/(5,2% +4) = Fs[2] / (2% +4) =Fs[2] / (2% — 1) =Fs[2] / ((z = 1) (2 + 1))
EFsla] /(v — 1) x Fs2] /(2 4+ 1) =5 x Fs

donc non intégre (car (1,0).(0,1) = (0,0)) donc 1'idéal (5, 2% + 4) n’est pas
premier !

En effet (z — 1) = ker<p(§)[T> §(1)) S Fs[z]/ (z — 1) 2 Fs

Zx)/ (5,2% 4 3) 2 Fs[x] / (2% + 3) = corps 225 éléments car 22+ 3 est un polynome
irréductible sur 5. Donc (5, 2%+ 3) est maximal ~dans Z|x].

Zlx) ) (x*+ 1,0 +2) X Zx]/ (x +2) [@2s12Z ] (5) =7 )57 = corps !
Donc (2?4 1,z 4 2) est un idéal maximal de Z[z].



