Correction des exercices 4 et 5 de la fiche sur les barycentres.

Exercice 4

Soit M =bar((4,a), (B, B),(C,7)).

1. Me(BC)<a=0. Donc M ¢ (BC)U(CA)U(AB) < a, 8,v#£0.

2. aAM + BBM" + yCM =0=>(a+ B+ 7)AM= BAB + yBC = (3 + v)AB + vBC.
Donc (AM)//(BC) <= 5+ v =0.

Donc [(AM) n’est pas paralléle & (BC), (BM) n’est pas paralléle a (AC), (CM) n’est pas paralléle
a (AB)|<=[B+7#0,a+ B£0,a+v#0].

3. A’e (AM) donc A’ = bar((4, z), (M, 1)) pour un certain zeR. En utilisant I'associativité du
barycentre, on trouve :

A’=bar((A, ), (A, a),(B, B), (C, 7)) =bar((4,a+z),(B, 8),(C,7)).
Comme A’¢(BC), on doit avoir a« +x =0. Donc A’=bar((B, §), (C,v)).
De méme, B'=bar((4,a), (C,~)) et C'=bar((A, a), (B, B)).

On a A’=bar((A-a),(M,1)) donc -aA’A + A'M =0 = (1-a)A’M + aAM=0
= M =bar((4’,1 -a),(A,q))

De méme, on trouve M =bar((B’,1 -5),(B,5)) =bar((C’,1 -7),(C,¥)).
4. A=bar((4,1),(B,0),(C,0))
A’=bar((4,0), (B, 5),(C,7))

P=bar((A,z),(B,y),(C,=2))
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Si P=bar((A,z),(B,y),(C,z)), alors 2PA + yPB + 2PC = 0<=> (z + y+ 2)PB = 2AB-2BC.
De méme, (a+ 8+ 7)1\@ = aA—I)B-yB—C)]. Donc :

PM=PBMB= (——2— - —5—)AB+(?)BC.




Donc (PM)//(BC) «— z+z+z - a+2+7:0. Si on suppose  + y+z2=a+ 8+ =1, alors les

points de la droite passant par M et paralléle a (BC) ont pour coordonnées barycentriques :

(A"T)’ (B’y)’ (C’z)
onx+y+z=letz=ca.

Exercice 5.

1. Si A, Be€, alors [A, B] = {bar((FA, a), (B, b)) | a, b > 0}. Si C = bar((4, z), (B, y)) et
D =bar((A,z"),(B,y")), alors pour tous z,t >0, on a :

b C D.t))=b A tax! B ty’ A. Bl.
ar((C, 2), (D, 1)) ~bar ( x+x)< 2+ y> ¢[A, B]

>0 >0

C’est vrai pour tout C', De[A, B], donc [A, B] est convexe.

Méme raisonnement avec]A, B[= {bar((4,a), (B,b))|a,b>0}.

2. Soit F un sous-espace affine de £. Soient A, Be £. Alors tous les barycentres de A, B sont dans F
a fortiori tous les barycentres a coefficients >0. Donc [A, B] C F et F est bien convexe.

3. Soit C un convexe de R. Soit a=inf C et b=sup C . Alors Ja,b] C C C[a,b].
En effet, si a <x <b, alors il existe a’,b’e C tels que :

a<a' <z <b'<b.

Alors ze[a’,b']C C . Donc Ja,b[C C. L’autre inclusion est évidente.
Donc C est un intervalle.

4. déja fait.

5. Si r = 1, c’est évident. Supposons que les barycentres de r points de X & coefficients >
OsontdansX. Alors si Ay, Ayy1€X, siay,. arp12>0, on a

(B,ai+...+ar)
centre de deux points de X)

bar((ALal), vy (Apyar), (Arga, arH)) =bar((B, a1 +.... + a;), (Ar41, ar41))eX (comme bary-

ou B=bar (A a1),...,(Ar,ar)eX par hypothése de récurrence.

6. Soit C;, iel une famille de convexes. Si A, Be (), C;, alors [A, B] C C; pour tout ¢ donc
[A, B] eﬂi Cl



Donc (), C; est convexe.
Les segments [0, 1] et [1, 2] sont convexes mais leur union ne ’est pas (ce n’est pas un intervalle !)

7. Soit B={bar((A1,a1),...,(Ar,a.))|r =0, As,..., AreX  a1,....,a, 2 0}. Alors bien entendu B est
contenu dans tout convexe contenant X d’aprés la question 5.

Donc B C Conv X.

Inclusion réciproque : montrons que B est convexe. Soient Bj BeDB ol Bi:bar((Azi, ai), ey
(Aii, aii)) pour certains points Aé- de X et certains coefficients a} >0.

Si b1.b2>0, alors par la propriété d’associativité du barycentre, on a :

bar((B1,b1), (B2,b2)) = bar((Af biat),...., (AL, biar,), (A3, baad)..., (A2, baa2,))e X .

Donc [B;,Bs] C X. Conclusion B est convexe et B=ConvX.



