
Correction des exercices 4 et 5 de la fiche sur les barycentres.

Exercice 4

Soit M = bar((A,α), (B, β), (C, γ) ).

1. Mǫ(BC)⇔α=0. Donc M � (BC)∪ (CA)∪ (AB)⇔α, β, γ � 0.

2. αAM + βBMS + γCM=0⇒(α+ β+ γ)AM= βAB+ γBC=(β+ γ)AB+ γBC.

Donc (AM)// (BC)� β+ γ=0.

Donc [(AM) n’est pas parallèle à (BC), (BM) n’est pas parallèle à (AC), (CM) n’est pas parallèle
à (AB)]� [ β+ γ � 0, α+ β � 0, α+ γ � 0].

3. A′ǫ (AM) donc A′ = bar((A, x), (M, 1)) pour un certain xǫR. En utilisant l’associativité du
barycentre, on trouve :

A′= bar((A, x), (A,α), (B, β), (C, γ))= bar((A,α+ x), (B, β), (C, γ)).

Comme A′ǫ(BC), on doit avoir α+x=0. Donc A′= bar((B, β), (C, γ)).

De même, B ′= bar((A,α), (C, γ)) et C ′= bar((A,α), (B, β)).

On a A’=bar((A,-α),(M,1)) donc -αA′A +A′M=0 ⇒ (1-α)A′M +αAM=0

⇒ M = bar((A′, 1 -α),(A,α))

De même, on trouve M = bar((B ′, 1 -β),(B,β)) =bar((C ′, 1 -γ),(C,γ)).

4. A= bar((A, 1), (B, 0), (C, 0))

A′= bar((A, 0), (B, β), (C, γ))

P = bar((A, x), (B, y), (C, z))

Pǫ (AA′)� A,A′, P alignés�
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Si P = bar((A, x), (B, y), (C, z)), alors xPA+ yPB+ zPC=0� (x+ y+ z)PB=xAB-zBC.

De même, (α+ β+ γ)MB=αAB-γBC. Donc :

PM=PB-MB= (
x

x+ y+ z
-

α

α+ β+ γ
)AB+(?)BC.
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Donc (PM)//(BC)�
x

x+ y+ z
-

α

α+ β+ γ
=0. Si on suppose x+ y + z=α+ β + γ = 1, alors les

points de la droite passant par M et parallèle à (BC) ont pour coordonnées barycentriques :

(A, x), (B, y), (C, z)

oùx+ y+ z=1 etx=α.

Exercice 5.

1. Si A, BǫE , alors [A, B] = {bar((FA, a), (B, b)) | a, b > 0}. Si C = bar((A, x), (B, y)) et
D= bar((A, x′), (B, y ′)), alors pour tous z, t> 0, on a :

bar((C, z), (D, t))=bar





(

A, zx+ tx′

�

>0

)

,

(

B, zy+ ty ′

�

>0

)



 ǫ [A,B].

C’est vrai pour tout C,Dǫ [A,B], donc [A,B] est convexe.

Même raisonnement avec]A,B[ = {bar((A, a), (B, b)) | a, b > 0}.

2. Soit F un sous-espace affine de E . Soient A,Bǫ E . Alors tous les barycentres de A,B sontdansF
a fortiori tous les barycentres à coefficients >0. Donc [A,B]⊂F et F est bien convexe.

3. Soit C un convexe de R. Soit a= inf C et b= sup C . Alors ]a, b[ ⊂ C ⊂[a, b].

En effet, si a<x< b, alors il existe a′ , b′ǫ C tels que :

a<a′<x< b′<b.

Alors xǫ[a′, b′]⊂ C . Donc ]a, b[⊂ C. L’autre inclusion est évidente.

Donc C est un intervalle.

4. déjà fait.

5. Si r = 1, c’est évident. Supposons que les barycentres de r points de X à coefficients >

0 sont dansX. Alors si A1,
 .,Ar+1 ǫX, si a1,
 ,ar+1> 0, on a:

bar

(

(A1,a1),
 , (Ar, ar)
�

(B,a1+
 .+ar)

, (Ar+1, ar+1)

)

= bar((B, a1 +
 . + ar), (Ar+1, ar+1))ǫX (comme bary-

centre de deux points de X)

où B= bar (A1,a1),
 , (Ar, ar)ǫX par hypothèse de récurrence.

6. Soit Ci, i ǫI une famille de convexes. Si A, Bǫ
⋂

i
Ci , alors [A, B] ⊂ Ci pour tout i donc

[A,B] ǫ
⋂

i
Ci.
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Donc
⋂

i
Ci est convexe.

Les segments [0, 1] et [1, 2] sont convexes mais leur union ne l’est pas (ce n’est pas un intervalle !)

7. Soit B= {bar((A1, a1),
 , (Ar, ar)) | r> 0, A1,
 , ArǫX ,a1,
 ., ar> 0}. Alors bien entendu B est
contenu dans tout convexe contenant X d’après la question 5.

Donc B⊂ConvX .

Inclusion réciproque : montrons que B est convexe. Soient B1,B2ǫB où Bi=bar
((

A1
i , a1

i
)

, 
 ,

(Ari
i , ari

i )
)

pour certains points Aj
i de X et certains coefficients aj

i
>0.

Si b1,b2>0, alors par la propriété d’associativité du barycentre, on a :

bar((B1,b1), (B2,b2)) = bar((A1,
1 b1a1

1),
 ., (Ar1,
1 b1ar1

1 ), (A1
2, b2a1

2)
 , (Ar2
2 , b2ar2

2 ))ǫX .

Donc [B1,B2]⊂X. Conclusion B est convexe et B=ConvX .
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