Feuille de TD 6 CORPS

Exercice 1.

Soit A un anneau. Soit K corps tel que K CA.

Alors A est un K — espace vectoriel.

En effet, (A, +) est un groupe commutatif.

VA, peK, Ya,beA, (14 p)a=Aa+ pa, A(a+b)=Aa+ Ab.
Et l.a=a.

On suppose que A est de dimension finie sur K.

Alors A est un corps.

En effet, pour tout 0+ aeA, 'endomrphisme K — linéaire :
A— A r—ax

est injectif =surjectif.

Donc il existe beA tel que ab=1 ...

Exercice 2.

Soit K corps de cardinal 4.

Alors (K ,4)®Z /47 mais (K ,+) X7 /27 x 7] 27Z.

0:Z%— K, n—1+---+1 est un morphisme d’anneaux !
——

nfois

ker o =idéal premier de Z car Z /ker p = p(Z) =sous-anneau de K donc intégre!
de cardinal qui divise 4 =|K|.

Donc kerp =27%. Donc K est de caractéristique 2.
Donc dans K, 1+1=0. Donc dans K, x4z =0(VzeK).
Donc K X7 /27 x 7] 27.



Plus généralement que si K est un corps fini de cardinal p” pour un neN~,
alors (K, +) X (Z/ pZ)".
Exercice 3.
Soit K un corps de caractéristique p.
C-a-d. : VxeK, z+ - +2=p.x=0.
p fois
1°) 0: K — K, x> 2 est un morphisme d’anneaux.
Il suffit de vérifier : Vo, ye K, (x + y)P = 2P 4 yP.

En effet, (z + y)P =2P + ZZ;} < i )a:p_kyk +yP. Or ( Z ) est un multiple de p

~—
=0modp

pour tout 1<k<p—1.
2°) Si K =F,=7%/pZ, alors 0 =1d.

Ve, P =x. En effet, c’est évident si o =0.Sixz # 0, alors a:eIFpXet comme
F|=p—1, 2" l=1=aP=2.

3°) Comme ¢ est un morphisme de corps, c¢’est forcément injectif!

(car le noyau de o est un idéal=-0).

En effet : soit Jun idéal de K. si 0 xel alors 7 'x =1e/ = 1= K. Donc si [
est un idéal de K (corps), alors I =0 ou [ = K.

Or 0: K — K, K fini =injectif<surjectif<isomorphisme.

4°) Contre-exemple. K =IF,(X) corps des fractions rationnelles en une variable.
K — K, f~ f? est un morphisme de corps d’image F,(X")CF,(X).
+

Donc non surjectif.

Exercice IF3(X) - QX comme groupes. Indication : F3[X]|* et Z* sont d’ordre 2 et il y a une

bijection (non explicite) entre les irréductibles de F3[X] et ceuxdeZ.
Exercice 4.

A=7/27 x 7] 27,



1)A={0,1,a,b} Dans A : s +2=0&2=—x.

a+b=0 ou 1 ou a ou b

seule possibilité

a+b#ba+b+a,a+b+#0carsinona=—b=0.
2)Si a®=0.
(a+bP’=1=a’>+b*=b*=1.
ab=0=a=ab*=0b=0 absurde.
Donc ab=a.
3°)Si a?#£0+#b%, alors a?=a<a(a—1)=0. Ora—1=—b=0.
Donc a?=a<ab=0.
De méme b2 =b.
Voici I'isomorphisme :
A—7Z )27 X 1] 27

0,0)

0 (

1 (1,1)
ar (1,0)
b—(0,1)

A Taide des questions précédentes, on vérifie que c’est un (iso)morphisme
d’anneaux.

4°) Si a?, b ab+0, alors A est intégre. (Car un produit de deux éléments non
nuls est non nul).

Or intégre + fini = corps.
On a a>=1 ou a ou b.
Ora’=1%(a—1)>=0<a=1 absurde.

a’>=as(a—1)a=0<a=1 ou 0. absurde.



Donc a2=b. De méme b%2=a. De méme ab=1.

5) Il s’agit de vérifier qu’il y a un seul tableau d’addition et un seul tableau de
multiplication.

+10|1|a|b
010|1]alb
1{1{0|b]|a
alalb|0]1
blbla|l]|0
X[0|1|alb
0({0{0]0]O0O
110(1]al|b
a|0lalb]|1
b |0|b|l]a

Autrement dit si K={0,1,a,b} et K’ ={0,1,a’,b"} sont des corps a 4 éléments,
alors on a un isomorphisme K =~ K'aa’, b—b’.

Plus généralement, a isomorphisme prés il existe un unique corps de cardinal ¢
si ¢ est une puissance d’un nombre premier.

Exercice 5.

L=F[X]/(X?+X+1)

1) L=corps<(X?+ X +1) est maximal (comme idéal) dans o[ X] < X2+ X +
1 est irréductible sur F,. C’est le cas car pas de racine et de degré 2.

Rappel. Proposition. Si K corps. Si P(X)eK[X], alors K[X]/(P) est un K-
espace vectoriel de dimension deg P (car une base est donnée par 1, X, ... .,
X9 mod P o 1 d =deg P).

Donc L = Fy-espace vectoriel de dimension 2. Donc =7 (comme
groupe)=-cardinal = 22=4.

Pour les tables, posons a = Xmod P, b=14 X mod P. Cf la fin de I’exo précé-
dent.

2) déja fait.



3) B[X] /(X2 +1) 2 R[X] /(X + 1)2)§“IF2[X] /(X?) un anneau avec un élément
P(X)mP(X 1)
nilpotent non nul : Xmod X?2. (Ce n’est pas I, x [, comme anneau)

* .

L’isomorphisme Fy[X] — Fa[X], P(X)~ P(X — 1) envoie (X + 1)2sur (X)?

Exercice 7.

R[X]/(X?+ X +1)x=C.

P(X) s P< SR )

.. —1+i/3 - . :
Sij=—F", alors P(j)=0=P(j)=0= (X — j)(X +j) =X+ X +1|P(X).
Donc ce morphisme est injectif donc surjectif pour des raisons de dimension.
Fxercice. Si p est un nombre premier impair,

alors Z[i] / p=T, si p=3mod4 et Z[i]/p=I, x I, si p=1 mod 4.

Indication : Z[i]/p= Z[X]/ (X% +1,p) XF,[X] /(X% +1).

Exercice 8.

Si K < L sont des corps. Alors L est un K —espace vectoriel. Et on note [L: K|
la dimension.

1—-Si L=K]|z], si P(X)eK[X] est le polynéme minimal de z sur K, alors
Klz]|Z K[X]/(P) donc [L: K] =deg P.

2.- Si K1 < Ky < K3, alors [K3: K| = [K3: Ko [Ko: K.

C:R]=

[Q(v/2): Q] =2 car le polynéme minimal de /2 sur Q est X2 — 2.
[ ( ) ] 3 car le polynome minimal de 3/2 sur Q est X> — 2
(car X3 —2 annule 3/2 et est irréductible sur @).
Q

R(v2,1): Q= [R(v2)(1): R(V2)][R(V2): Q]=4

2 2




Le polynome X2+ 1eQ(v/2)[X] annulei et est irréductible (pas de racine!)

Donc c’est le polyndme minimal de i sur Q(v/2).

Exercice. On peut en déduire :Q(v/2,1) = Qi + /2).
Exercice 9.

Q2 V3) = QI +3)?

> : facile.

o L
<: indication = calculer \/§+\/§_\/§ V2

En déduire que \/§=%<\/§—I— \/§+ﬁ)e(@(\/§+ V3)
VZ=3(VEI+VE- = )eQ(VI+VE) ..



