L3 — algébre et mathématiques discrétes 2021-2022

2.7 Partitions d’ensembles

1) Il n’y a qu’une seule partition de [n] = [1,n] en une partie c’est [n]! Donc S(n,1) = 1.
Un partition de ensemble [n] en deux parties non vides est de la forme

Il U Ilc
Or, comme la partition I; U I{ est la méme que I{ U I, on a:

{0#14 i [n]}] on _ 9
2 T2

S(n,1) = | =21,

2) Une fonction surjective
fln] = [3]

est entiérement déterminée par les images réciproques I1 = f~1({1}), I = f~1({2}), Iz =
F71({3}). Cela revient donc a compter les triplets (I1, I, I3) tels que

d# L, I3Sn], Lhulbuls=[n].

« Pour chaque choix de ¥ # I; € [n], il reste & choisir @& # Iy < [n]\[1 et forcément
I5 = [n\I;\I2. »I1 faut bien entendu que I3 # & c-a-d Iy # [n]\I;.

Le nombre de surjections cherché est donc :

n—|n| _
Z on—Ihl _ 9

S#LE[N] pombre de parties non vides strictement incluses dans [n]\I1

On peut regrouper les termes de cette somme selon le cardinal de I :

S (3 I

nombre de parties de cardinal k

k=0
= kznjo (Z)zn—k —2];“:0 (Z) — 2" 43

=3"-22"-2"+3=3"-32"+3.
Si I, I, Iy sont des parties non vides de [n] telles que Iy b Iy L I3 = [n], alors les six triplets
(Ia'(l)vIa'(Z)a 10(3))7 o€ G;

définissent la méme partition !

Donc S(n,3) = |le nombre dg surjections| _ 3%271 _gn—1 4 %
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3) Soit une partition de [n + 1] en k parties de la forme :
LHulyu...ul .

Numérotouns les parties de sorte que n + 1€ Ij. Alors I; b ... u Ij—1 = [n + 1]\ Ii.
Donc

Sn+1,k) = Z |{le nombre de partitions de [n + 1]\l en k — 1 parties}|

IgSn+1]
n+1ely,

Chaque Ij, est de la forme {n + 1} U I ou I < [n]. Dans ce cas [n + 1|\l = [n]\] a n — |I]
éléments.

Donc en regroupant les termes de la somme ci-dessus selon le cardinal de I, on trouve

S(n +1,k) = zn] (?)S(n—i,k—l)

car le nombre de partitions d’un ensemble ne dépend que de son cardinal!

Nombres de Bell

1) Silj u..uly=[n+1],alors on peut supposer que n + 1 € Iy et on a une partition
Ill_l...\_IIN_l =[n+1]—[

donc compter les partitions de [n + 1] revient & compter pour chaque partie Iy de [n + 1]
contenant n + 1 le nombre de partitions de [n + 1]\I.

Il y a bien sir une bijection entre les parties de [n] et les parties de [n + 1] contenant n + 1 :
I—»{n+1}ul
Donc :

B(n+1)= Y B(n—|I|) = ZZBnﬂ)

en posant j =n — 1.

2) On démontre par récurrence que B(n) < n!sin > 3.
Pur n = 3, c’est vrai car B(3) = 5 (les 5 partitions de [3] sont [3], {1,2} v {3}, {1,3} U
{2}, {2,831 v {1}, {1} v {2} v {3}).
Sin >3, alors B(n+1) =" B(i). Or B(0) =0,B(1) =1 =1!,B(2) = 2 = 2!, donc par
hypothése de récurrence :

3 (ew <3 ()e-nE ;
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Or pour tout i > 1, i! > 271 (récurrence facile).

Donc
[00)

B(n+1) <n!(1

ce qui termine la récurrence!

2.9 Listes
1 si xT; € A

STAc X = {xla "'axn}v Ol POSE XA = (XA(]-)v 7XA(n)) € {07 1}n ou XA(Z) .
0 siz;¢A

On a une bijection
{(A,B) : A,BS X} ,({0,1}

(A,B)— |

XB

si et seulement si les colonnes de la matrice

. Cela fait 3" matrices possibles.

. Cela fait 3" matrices possibles.

A X Ac B
b) A2 B < Vj xa(j) = x5(j) donc A < B si et seulement si les colonnes de la matrice
A

C B si et seulement si les colonnes de la

X <2 A
1 0
, , ou . Cela fait 3™ matrices possibles.
0 1

XB

On a une bijection :
(A, Ay, A) Ay, A XS 4, ({0,1)
(A1, .., Ar) = (xa, (J));zz;
On a les équivalences suivantes :

Al < A2 c...c Ar (i)v.ﬂ XAI(J) < XA2(.]) <. < XA,(])

< les colonnes sont parmi

3 /[
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0
0 ? \ 1
b O b ? PR ]
0 1 1

1
ce qui fait r 4+ 1 possibilités pour chaque colonne donc (r + 1)™ matrices possibles. Donc :

‘{(A17A2, ...,AT) : Al, ...,AT c X, Al C...C Ar}‘ = (7’ + 1)n

3) Deméme, A1 U...uA4, =X < Vj 3, xa,(j) = 1. Donc les matrices qui correspondent a
la condition A; U ... U A, = X sont celles qui n’ont pas de colonne nulle. Il y a exactement

0

.4 |
0

2r—1= colonnes non nulles possibles On trouve donc (2" — 1)™.

2.10 Principe d’inclusion-exclusion Si X1, ..., Xy sont des parties de Rappelons la for-
mule :

N
X1 U U Xn] = ) (-D)F! > X, A0 X
k=1 I<ii<..<ix <N

1) On pose
X3 ={1<n<300: 3n}

X5 ={1<n <300 : 5n}
X7={1<n<300: 3n} .
On cherche | X3 u X5 U X7|. On trouve :
|X3 UX5 U X7| = |X3‘ + ‘X5| + |X7‘ — ‘Xg ﬂX5‘ — ‘Xg ﬂX7‘ — ‘X5 ﬁX7‘ + ‘Xg ﬁX5 ﬁX7|

or, | Xs| = {3k : k€ Z, etl <3k < 300}| = [{3k : k € Z, etl < k < 100}| = 100. De méme
| X5| = 282 =60, | X7| = | | = 42.

On a aussi 200
X3 n X5 =15Z n [1,300] = | X5 n X5| = {15J =20
car 3 et 5 sont premiers entre eux!
De méme,
300
XsnXq;l=|—|=14
| X5 N X7 {21J ;
300
XsnXq|l=|—1|=8
| X5 N 7| [35J )
300
|X3(\X5HX7| = \‘105‘| =2.
Conclusion

| X5 U X5 0 X7 =100+60+42 —20—14 — 8+ 2 = 162.
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2) Comme X nYuXnZcX,Ona:
X[ 2| XnYuXnZ|=|XnY|+|XnZ|- XY "YnZ|=16—|XNnY nZ]

Donc
16— | XnYnZ|<|X|=|XnYnZ|=6.

Or, XnYnZ<cXnYdonc6<|XnYnZ|<7=|XnYnZ =6o0ul.

3) Un dérangement est une permutation sans point fixe. On a donc d,, = |B; n ... n B,|. Donc

nl—d,=|(B1n..nB,)°|=|Bfu..uBi|=]A1U..UA,|

= Y (=)t > |Ai, N Ay |

k=1 1<ii<...<ig<n

Or A, n..n Ay, ={o€ &, : o(ir) = i1, ..., o(ix) = ix} qui est en bijection avec les
permutations de 'ensemble [1, n]\{i1, ..., ix}

Donc
|Ai1 N ..M Azk‘ = (’I’L - k)' .

Puisque [{1 < i1 < ... <ip <n}| = (})},ona:
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