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1.1

1) 473 =27 x 17 + 14.
2) 473+ 13 =27 x 18.
3) 473+ 39 = 27 x 18 + 26.

1.2
pouce 119 1 mod 8
index 218|110 |..]2o0u0Omod38
majeur 37|11 |..]30u7mod8
annulaire |46 |12 | ..|40ou6mod8
auriculaire | 5 13| ... | 5mod8

Or 1723 = 3mod 8, donc « la distribution de piéces d’or se termine par le majeur » .

1.3

33 = 23 x 1+ 10. On peut augmenter le dividende (= 33) au plus par 12 pour garder le méme
quotient :

33+12=23x1+22.

Pour obtenir le quotient 0, il faut diminuer par au moins 11 et jusqu’a 33 :
33—-11=23x0+22 .

Ona:a=5¢+qavec0<g<b<a=06¢g q¢=0,1,2,3,oud. C-a-d:a=0,6,12,18 ou 24.
Onaa=4x(3r)+ravecr=0,1,2,3 equi a = 13r avecr = 0,1,2,3 ¢c-a-d a = 0,13,26 ou
39.

1.4 Ecriture en base b
Soit b > 2.

Démontrons par récurrence sur n = 0 que :
(H,) 3r =0, (ax)ock<r, ar # 0,V Ek, ax €{0,1,....0—1} et n =0a9 + a1b+ ... + a,b" .

C’est évident sit 0 <n < b—1 car alors r =0 et n = ag.
Supposons que Hy, est vrai pour 0 < k <n — 1 oun = b. Démontrons H,,.
Faisons la division euclidienne de n par b :

n=>bq+p

pour un unique p € {0,...,b —1}. Comme b > 2, et n>b,ona0<qg="32 < § <n.
On peut appliquer I’hypothése de récurrence a q :

s =0, (ar)ogkss, s # 0, VE, ap€{0,...b—1}, ¢ = g + a1b + ... + asb® .
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On a bien :
n=>bqg+p=p+bag+..+b"a,

il suffit donc de poser ag = p, r=s+1,a;, = ;1 sil <i<s+ 1.
Pour l'unicité :
n=ah+ab+..+a.b"

avec ' = 0 et a’i € {0,...,b — 1} et al, # 0 = q, est le reste de la division euclidienne de n
par b. Donc af, = p. Et :

aib+ .. +ad b =bg=q=ad,+ .. +a.b

=7 —1=s,d =ag,..a,

leas

par hypothése de récurrence (appliquée a q).
Cela acheve la récurrence.

b) Sib=10,n=ag+ a110 + ... + 10"a, = ap mod 10.
Donc n = ag mod 5 et n = ag mod 2 car 2|10 et 5/10.
Donc 2[n < n =0mod 2 < ap = 0mod 2 < 2|n.

De méme pour 5.

¢) Sin=ag+arb+...+ab" et S(n) =agp + ... + a,, alors
n—Smn)=a(b—1)+..+a (0" —1).

Orvk=>1,0"—1=0B-1)1"1+.. +1)=b—1bF — 1. Donc b — 1|n — S(n).
d) Sib =10, on trouve : b — 1 = 9 donc n = S(n) mod 9. Donc
9n<en=0mod9 < S(n) =0mod9 < 9|S(n) .

e) Comme 10 = —1mod1l,onan=ag+a110+ ... +a,.10" = ay —a; + ... + (—1)"a, mod 11.
Donc
11n < 11ljag — a1 +az —ag + ... + (—1)"a, .

f) Enbase2,2=10=1x 2! +0 x 2°.
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