L3 — algebre et mathématiques discretes 2021-2022

Controle partiel du 5 novembre 2021
corrigé

Exercice 1
Soient k,n € N.

a) Rappeler le nombre de mots avec n lettres formés de k lettres A et n—k lettres
B. (3).
b) Déterminer le nombre de mots avec n lettres formeés de k lettres A et n — k
lettres B et qui commencent par la lettre A. (Zj) car le mot est déterminé
par les n — 1 lettres aprés le A.En déduire la formule :

n\ (n-— 1 N n—1
k) \k-1 k ‘
L’ensemble des mots de n lettres avec k lettres A et n — k lettres B est la

réunion disjointe de ceux qui commencent par A (il y en a (Zj)) et de ceux

qui commencent par B (il y en a (”;1)).
Exercice 2 Pour tous entiers m,n € N, on note J,,, I'’ensemble des applica-
tions injectives de I’ensemble [1,m] vers I’ensemble [1,n] et 8,,, I'ensemble des

applications surjectives de I’ensemble [1,m] sur ’ensemble [1,7n] .

a) Déterminer |J;,| pour tout n € N. pour une fonction injective définie sur
{1,2,3}, il y a n possibilités pour f(1) puis n — 1 pour f(2) puis n — 2 pour
f(3). Donc

I3, =n(n—1)(n—2) .

b) Soient A, B deux parties finies d'un ensemble E quelconque. Justifier la for-
mule :

|Au B|=|A|+|B|-|AnB| .
AuB=A\AnBuB\AnBuUAnB et cette réunion est disjointe donc
|AuB|=|A|—|AnB|+|B|—-|An B|+ |An B|

d’ou la formule. En déduire pour une partie finie C' de E, une formule pour
|A U B u C] en fonction de :

|Al,|B|,|C|,|JAn B|,|BnC|,|CnA| e |[AnBnC|.
|AuBUC| = [(AuB)uC| = |AuB|+|C|—|(AuB)NC| = |A|+|B|—|AnB|+|C|—|(AnC)u(BnC)|

=|A|+|B|—|AnB|+|C|-=(|JAnC|+|BnC|—=]AnBn(C|)
=|A|+|B|+|C|—|AnB|—=|BnC|—|AnC|+|AnBnC|.
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c) Soit m € N. On note E l'ensemble des applications f : [1,m] — [1,3]. On
note

A={feFE:Imfc{1,2}}, B={feFE:Imf<{2,3}},C={feE:Imfc{l,3}}.
Dans ce cas, déterminer

ALL|B|,C1.|A B, |BACLIC A AL AR BAC| et |E] .

Comme A = {1,2}11 |A] = 2™ De méme |B| = |C| = 2™. L’intersection
An B posséde un seul élément, la fonction constante égale 42. Donc |AnB| = 1.
De méme, |[BNnC|=]|AnC|=1.

OnaAnBnC=gdonc |AnBnC|=0.0n aaussi |E| =3™.

d) En déduire |§,, 3] pour tout me N. On a §,,3 = E\ (Au B u C). Donc
I8ms| =3"—]AuBuC(C|

=3"—(JA|+|B|+|C|—|AnB|—=|BnC|—=|AnC|+|AnBn(C|)
=3"-2"+2"+2"-1-1-1+0)
=3"-32"+3

Exercice 3

a) Rappeler la définition d’un ensemble dénombrable et montrer que ’ensemble
{0, 1}™ n’est pas dénombrable.
Un ensemble est dénombrable s’il est en bijection avec N.

Si {0, 1}X était dénombrable, on pourrait trouver une bijection N — {0, 1},
n — x,. Pour tous k,n € N, on notera z,[k] le k—iéme terme de la suite z,,.

. _ 0siz,n| =1 . _
Considérons alors la suite a, = . Il est clair que la suite
1siz,[n] =0
(an)nen est dans {0, 1}1N mais n’est pas de la forme x;, pour aucun [ € N. En
effet si on avait (a,)nen = 27, on aurait a; = z;[l] absurde !

b) Montrer que 'application
N x N - N, (m,n)r—>2m(2n+1)—1

est bijective.
L’application est bien définie car si m,n € N, alors 2" (2n+1) > 1 = 2™(2n +
1)—1eN.
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Injectivité : si 2™(2n+ 1) — 1 = 2P(2g + 1) — 1, alors
2M(2n + 1) = 2°(2¢ + 1)

par unicité de la décomposition en facteurs premiers, comme 2n + 1 et 2¢g + 1
sont impairs et n’ont pas de 2 dans leur factorisation en nombres premiers,
m = p. En simplifiant par 2™ = 2P, on trouve 2n +1=2q+ 1 i.e. n = q.
Surjectivité : soit N € N. Alors N + 1 est un entier > 1. Soit 2™, m € N, la
plus grande puissance de 2 qui divise N + 1. Alors

N+1=2"

ol [ est un entier impair. Donc | = 2n + 1 pour un certain n € N. Donc
N+1=2"2n+1)< N=2"2n+1) - 1.

¢) En déduire une bijection N x N x N — N.
Soit & : N x N — N, (m,n) —2"(2n + 1) — 1.

comme & est bijective, 'application
N xNx N — N x N, (m,n,p) — (®(m,n),p)
est aussi bijective. On en déduit une bijection en composant avec P :

N x N x N — N, (m,n,p) — &(®(m,n),p)) = 2°" D=1 (2p + 1) .

Exercice 4 Montrer que 2021 et 2030 sont premiers entre eux et trouver deux
entiers u, v € Z tels que :
2021w + 20300 =1 .

Donner l'inverse de 2021 dans Z/2030Z et 'inverse de 2030 dans Z/20217Z.
Utilisons l'algorithme d’Euclide.

2030 = 2021 + 9

2021 = 2249+ 5

9=5+4
b=4+1
4=41+0

Le pged est le dernier reste non nul c¢’est-a-dire 1.
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On a en lisant de bas en haut :
1 =5-4=5-(9-5) =2.5-9 = 2.(2021-224.9)—9 = 2.2021—449.9 = 2.2021—449.(2030—2021)

on peut donc prendre u = 451 et v = —449.
On a alors : :

2021.451 = 1 mod 2030 = 2021 = = 451
dans 7Z/20307. On a de méme :

2030 ' = —449
dans 7Z/20217.
Exercice 5
Résoudre dans Z le systeme
r = 1][15]
r = 2[14]
r = 4[13] .

D’aprés la premiére ligne, z = 1 + 15k, k € Z. Or
1+ 15k = 2[14] & 1 + k = 2[14] < k = 1[14]
Donc z =1+ 15(1 + 141), | € Z. On reporte dans la derniére ligne :
14+ 15(1+141) = 4[13] « 1 +2(1 + 1) = 4[13] < 2] = 1[13]

<1 =T7[13]

en miltipliant par 7 qui est linverse de 2 mod 13.
Donc le systéme a pour solutions x = 1 + 15(1 + 14(7 + 13m))

= 1486 + 2730m ,

m € 7

Exercice 6 Déterminer le reste de la division euclidienne de 22021

Il ’agit de trouver le représentant de 2202! mod 19 dans [0, 18].
Or, comme 19 est premier, d’aprés le petit théoréme de Fermat, 2'® = 1 mod 19.
Or, 2021 = 112.18 + 5. Donc

par 19.

92021 _ 91811245 _ (918)112 95
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= 2°mod 19 = 32 mod 19
= 13 mod 19

22021

d’otu le reste de la division euclidienne de par 19 est

13 .
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