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Fiche de TD 1

Quelques corrections

Une bijection IN x N — IN

FIGURE 1 — Une numérotation de tous les points de N x N.

On pose

¢:NxN—-N, (m,n)— (m+n)2(m+n)+m.

L’application ¢ est une bijection !

Voici une formule pour la réciproque :

VpeN,

(. B [ e e D e e (e ad ) B
vip)=|p 5 : 5 p

ol pour tout réel z, on note |z| le plus grand entier < x.

On peut vérifier que
VpeN, pot(p)=p,VmneN, Yop(m,n)=(mmn) .
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k(k+1)
2

Indication. Soit k le plus grand entier tel que < p. Alors comme la

fonction x — % est croissante sur Rsq, k = |x¢| ot xq est la solution positive
de

r(x+1

(2) —pea’+r—2p=0..

Une bijection N.g — Q-o.

\,
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FIGURE 2 — La liste de tous les nombres rationnels > 0.

1

N | =

=

On définit par récurrence une suite de rationnels > 0 :

Rn

o1 si n pair
Ri=1,Yn=>2 R, = 2
si n impair
2
Cela revient a poser
Vn=1 R " _etR 14+ —
2n Rn +1 2n+1 Rn

L’application

est bijective.
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Démo. On pose (1) =1 et

2p0(1%) si0<g<1
2@(;—1)+1 sig>1

LS

Vqe Qo v(q) =

Par exemple,

P(3) = 20(3), 0l3) = 26(2) + 1, 9(2) = 26(1) +1 = 3
= go(?) =14 .

Nous allons voir que ¢ o R = Idn_, et que Rop = Idg_,,.
Vérifions que ¢ est bien définie sur Q~q. Nous allons raisonner par récurrence
sur k € 1N>0|ﬂ

Posons pour tout entier £ > 0,
Qi = {% :a,be Nog,a A b=1, max{a, b} = k} )

Par exemple, Ql = {1}7 QQ = {27 %}7 Q4 = {47 %7 %7i :
Il est clair que Qo = Up=oWi et que c’est une réunion disjointe.

Voici ’hypothése de récurrence numéro £ :
(Hy,) Tapplication ¢ est bien définie sur U @Q; .

(Hy) est vraie car ¢(1) = 1.
Supposons que (Hy) est vraie, k > 1.
Soit q € Qri1 c-a-d
a
=5
ot a,beN.g, anb=1, max{a,b} =k + 1.

Si0<gq<1,alorsa<bdonc
max{a,b} =b=Fk+1

et

T. et non sur Q¢!
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c’est une fraction irréductible et max{a,b —a} < kcara<b=k+1letb—a <
b="Fk+1.
Donc 1. € Ur_ @, et pq) = 2¢(1%;) est bien définie et & valeurs dans N
De méme, si ¢ > 1, alors a > b = max{a,b} =a=k+ 1 et

qui est une fraction irréductible avec max{b,a — b} < k car b < a = k+ 1 et
a—b<a=k+1.

Donc ¢(q) = 2@((1%1) est bien définie.

Cela termine la récurrence.

En particulier ¢ est définie sur Qs = U= Q-

Montrons que :

VneN.g, o(R,) =netVqge Q.o, Ryq)=q -

Pour la premiére égalité, on raisonne par récurrence sur n > 1.
Sin =1, alors p(Ry) = 1.

Supposons que p(Ry) =k pour tout 1 <k <n—1oun > 2.
Alors sin est pair,n=2lout1</=%5<n-1.0Ona:

R =
R,) = ©(Ry) = Ly —9p(futl
ela) = o) = e ) = 200 00 )

=20(R) =2l=n

par hypothése de récurrence.
Si n est impair, alorsn=2l+1oﬂl<l=”7_1<n—1.

On a: .
0(Ry) = ©(Rar1) = (1 + E)
B S014”.:%1—1

=20(R)+1=2l4+1=n

par hypothése de récurrence.
Cela termine la récurrence.

Pour la deuxiéme égalité, on raissonne par récurrence sur ¢(q) = 1.
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Si QD(Q) =1,alorsg=1et R@(Q) =R =1=q.
Supposons que R, = r pour tout 7 € Qo tel que 1 < p(r) <n—1,n=> 2.

Supposons que g € Q=g et que p(q) = n.
Alors on a g # 1.

Si0<g<1l,ona:

q
— 2 _—
v(q) W1—J
Ry(:L)
= R = 5"
Rw(%q) +1
Or, gp(l%q) = @ = 5 < n — 1 donc par hypothese de récurrence, on a :
q
R@(lzq) - 1 _ q
1q
= Ry = ——
= +1
=dq
Siqg > 1, alorson a
1
—2p(——) +1
©(q) wq_p
1

:>R<p(q)=1+R

e(747)

Or, p(-15) = “"(qz)_l = 21 <n — 1 donc par hypothése de récurrence, on a :

1
Rocin = 777
1
= Ry = 1+
q—1

Cela termine la récurrence.
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