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Fiche de TD 1
Quelques corrections

Une bijection N ˆN Ñ N
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Figure 1 – Une numérotation de tous les points de NˆN.

On pose

ϕ : NˆNÑ N, pm,nq ÞÑ
pm` nqpm` nq

2
`m .

L’application ϕ est une bijection !
Voici une formule pour la réciproque :

@ p P N,

ψppq “

˜

p´
t
´1`

?
1`8p

2
upt

´1`
?
1`8p

2
u` 1q

2
,

t
´1`

?
1`8p

2
upt

´1`
?
1`8p

2
u` 3q

2
´ p

¸

où pour tout réel x, on note txu le plus grand entier ď x.
On peut vérifier que

@ p P N, ϕ ˝ ψppq “ p, @m,n P N, ψ ˝ ϕpm,nq “ pm,nq .
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Indication. Soit k le plus grand entier tel que kpk`1q
2

ď p. Alors comme la
fonction x ÞÑ xpx`1q

2
est croissante sur Rě0, k “ tx0u où x0 est la solution positive

de
xpx` 1q

2
“ pô x2 ` x´ 2p “ 0 ...

Une bijection Ną0 Ñ Qą0.
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Figure 2 – La liste de tous les nombres rationnels ą 0.

On définit par récurrence une suite de rationnels ą 0 :

R1 “ 1, @ n ě 2, Rn “

$

’

&

’

%

Rn
2

Rn
2
`1

si n pair

1` 1
Rn´1

2

si n impair

Cela revient à poser

@ n ě 1, R2n “
Rn

Rn ` 1
et R2n`1 “ 1`

1

Rn

.

L’application

Ną0 Ñ Qą0, n ÞÑ Rn

est bijective.
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Démo. On pose ϕp1q “ 1 et

@ q P Qą0, ϕpqq “

$

&

%

2ϕp q
1´q
q si 0 ă q ă 1

2ϕp 1
q´1
q ` 1 si q ą 1

Par exemple,

ϕp
3

5
q “ 2ϕp

3

2
q, ϕp

3

2
q “ 2ϕp2q ` 1, ϕp2q “ 2ϕp1q ` 1 “ 3

ñ ϕp
3

5
q “ 14 .

Nous allons voir que ϕ ˝R “ IdNą0 et que R ˝ ϕ “ IdQą0.
Vérifions que ϕ est bien définie sur Qą0. Nous allons raisonner par récurrence

sur k P Ną0 †.
Posons pour tout entier k ą 0,

Qk “

!a

b
: a, b P Ną0, a^ b “ 1, maxta, bu “ k

)

.

Par exemple, Q1 “ t1u, Q2 “ t2,
1
2
u, Q4 “ t4,

4
3
, 3
4
, 1
4
u.

Il est clair que Qą0 “ Yką0Qk et que c’est une réunion disjointe.
Voici l’hypothèse de récurrence numéro k :

pHkq l’application ϕ est bien définie sur Yk
i“1Qi .

pH1q est vraie car ϕp1q “ 1.
Supposons que pHkq est vraie, k ě 1.
Soit q P Qk`1 c-à-d

q “
a

b

où a, b P Ną0, a^ b “ 1, maxta, bu “ k ` 1.
Si 0 ă q ă 1, alors a ă b donc

maxta, bu “ b “ k ` 1

et
q

1´ q
“

a

b´ a

†. et non sur Qą0 !
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c’est une fraction irréductible et maxta, b ´ au ď k car a ă b “ k ` 1 et b ´ a ă

b “ k ` 1.
Donc q

1´q
P Yk

i“1Qi et ϕpqq “ 2ϕp q
1´q
q est bien définie et à valeurs dans Ną0.

De même, si q ą 1, alors a ą bñ maxta, bu “ a “ k ` 1 et

1

q ´ 1
“

b

a´ b

qui est une fraction irréductible avec maxtb, a ´ bu ď k car b ă a “ k ` 1 et
a´ b ă a “ k ` 1.

Donc ϕpqq “ 2ϕp 1
q´1
q est bien définie.

Cela termine la récurrence.
En particulier ϕ est définie sur Qą0 “ Yką0Qk.
Montrons que :

@ n P Ną0, ϕpRnq “ n et @ q P Qą0, Rϕpqq “ q .

Pour la première égalité, on raisonne par récurrence sur n ě 1.
Si n “ 1, alors ϕpR1q “ 1.
Supposons que ϕpRkq “ k pour tout 1 ď k ď n´ 1 où n ě 2.
Alors si n est pair, n “ 2l où 1 ď l “ n

2
ď n´ 1. On a :

ϕpRnq “ ϕpR2lq “ ϕp
Rl

Rl ` 1
q “ 2ϕp

Rl

Rl`1

1´ Rl

Rl`1

q

“ 2ϕpRlq “ 2l “ n

par hypothèse de récurrence.
Si n est impair, alors n “ 2l ` 1 où 1 ď l “ n´1

2
ď n´ 1.

On a :
ϕpRnq “ ϕpR2l`1q “ ϕp1`

1

Rl

q

“ 2ϕp
1

1` 1
Rl
´ 1

q ` 1

“ 2ϕpRlq ` 1 “ 2l ` 1 “ n

par hypothèse de récurrence.
Cela termine la récurrence.
Pour la deuxième égalité, on raissonne par récurrence sur ϕpqq ě 1.
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Si ϕpqq “ 1, alors q “ 1 et Rϕpqq “ R1 “ 1 “ q.
Supposons que Rϕprq “ r pour tout r P Qą0 tel que 1 ď ϕprq ď n´ 1, n ě 2.
Supposons que q P Qą0 et que ϕpqq “ n.
Alors on a q ‰ 1.
Si 0 ă q ă 1, on a :

ϕpqq “ 2ϕp
q

1´ q
q

ñ Rϕpqq “
Rϕp q

1´q
q

Rϕp q
1´q

q ` 1
.

Or, ϕp q
1´q
q “

ϕpqq
2
“ n

2
ď n´ 1 donc par hypothèse de récurrence, on a :

Rϕp q
1´q

q “
q

1´ q

ñ Rϕpqq “

q
1´q

q
1´q

` 1

“ q .

Si q ą 1, alors on a

ϕpqq “ 2ϕp
1

q ´ 1
q ` 1

ñ Rϕpqq “ 1`
1

Rϕp 1
q´1

q

.

Or, ϕp 1
q´1
q “

ϕpqq´1
2

“ n´1
2
ď n´ 1 donc par hypothèse de récurrence, on a :

Rϕp 1
q´1

q “
1

q ´ 1

ñ Rϕpqq “ 1`
1
1

q´1

“ q .

Cela termine la récurrence.
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