L3 — algebre linéaire et géométrie vectorielle 2022-2023

Corrigé de ’examen partiel du mercredi 8 mars 2023

Exercice 1 a) Montrer qu’il existe un unique polynéme P € Q[ X] de degré < 3

tel que
P3(1) = 17 P3(2) = 57 P3(3) = 147 P3(4) =30

et le trouver. Soit Ps = ag + a1 X + as X% + a3 X3. On a :

-

ag + a1 + as + as = 1

ag + 2a1 + 4as + 8(13 = 1 1 1
< ©a0:07a1—*,a2=7,a3=f

ao + 3ai + 9ag + 27a; = 14 6 2 3

aop + 4ay + 16as + 64a; = 30

\

donc P3 = % + X; + XTS convient. C’est unique car si ()3 convient aussi, alors
P3; — Q3 est de degré < 3 avec au moins 4 racines : 1,2,3,4 donc P; — Q3 = 0.
Vérifier que Vn =1, 2, 3, Ps(n + 1) — P3(n) = (n + 1)% Cette égalité est-elle
vraie pour tout n € N7 Justifier.

P3(4) — P3(3) =30 — 14 = 4% P3(3) — P3(2) = 14 — 5 = 32, 3(2) — P5(1) =
5—1 =22 Comme P3(X + 1) — P3(X) est de degré le 2 (car les termes en
X? se simplifient), P3(X + 1) — P3(X) — X? est un polynome de degré < 2
qui s’annulent au moins 3 fois, en n = 1,2,3. C’est donc le polynome nul et
VzeR, By(x+ 1) — P3(z) = 22

Montrer que Vn € N, P3(n) = 12 + 22 + ... + n?.
124224 ... 4n? = P3(n)—P3(n—1)+ P3(n—1)+ P3(n—2)+...4+ P3(1) — P3(0) =
P3(n) — P3(0). Or, P3(0) = 0 donc 12 + ... + n* = P3(n) = +

n(n+1)(2n+1)
S —

Exercice 2 Pour chacune des listes de fonctions suivantes, dire si elle est libre ou

liée dans le R—espace vectoriel des fonctions réelles définies sur I'intervalle indiqué.

a)

|z + 1|, |z + 2|, |z + 3| sur R;
SiVxeR, t1]x + 1| + ta|x + 2| + t3|z + 3| = 0, alors pour x = 0,—1,—2, on a

ty + 2t +3t3 = 0
ty + 215 = 0 ©li=ty=1t3=0
t1 + 13 = 0
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Donc la famille est libre.

(x+1)%, (z+2)2, (x+3)?sur R; SiVa e R, t1(z+1)2+ta(2+2)2 +t3(x+3)? = 0,
alors pour z = 0,—1,—2, on a

t1+4ts +9t3 = 0
to + 4t3 = 0 =ti=t=13=0
t1 + 13 = 0

Donc la famille est libre.

cos(x+1), cos(x+2), cos(z+3) sur R; On a cos(z+1) = cosx cos | —sinxsin 1 €
Vect{cos z, sin 2} et de méme pour les autres fonctions. Donc cos(x+1), cos(z +
2), cos(z +3) sont dans un espace vectoriel de dimension < 2 et donc la famille

est liée.

In(z + 1), In(x + 2), In(z + 3), sur R~g. Indication. Dans ce cas on pourra par
exemple dériver ... SiVax > 0, tyIn(z + 1) +to In(x +2) +t3In(x + 3) = 0, alors
en dérivant, xt—jl + ;—jQ + x% = 0 = t; = ty = t3 par unicité de la décomposition
en éléments simples. Donc la famille est libre.

Exercice 3 Soient les vecteurs suivants dans R*.

a)

v; = (1,4,7,10), v = (2,5,8,11), v3 = (3,6,9,12),

vy =(1,0,1,1), vs = (1,1,0,1), vg = (1,1,1,0) .
On pose F' = Vect{v, va,v3}, G = Vect{vy, vs, v6}.
Déterminer dim F, dim G et donner une base de F' et une base de G. vy + v3 =
2vy donc les vecteurs sont liés et dim F' < 2. Or vy, v3 ne sont pas colinéaires
donc (v1,v3) est une base de F' et dim F' = 2. Les vecteurs vy, vs,vs sont

R—linéairement indépendants car par exemple si on prend les trois premiéres

coordonnées de ces vecteurs, on obtient une matrice

1 01
1 10
1 11

de déterminant 1 +1 —1 = 1 # 0. Donc (v4,v5,v6) est une base de G et
dim G = 3.
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b) Déterminer dim(FnG) et donner une base de FnG. F'nG < F'= dim FnG <
dim F = dim F' = 0,1 ou 2.

Or, FNnG #0carsinon dim F+ G =dim F+dimG =2+ 3 =5 > 4 absurde
car F'+ G < R*. Soient \, i1, z,y,z € R. On a \v; + pvg = 24 + yvs + 204

r+y+z =  A+3u r+y+z = A+3u r+y+z =  A+3u
y+z = 4A+6u y+z = 4\+6u Y = —6A—06u

= < = < = <
x+z = TA+9u —y = 6A+6u z = —9\—9u
r+y = 10A+12u | —z = 9A+9u 0 = 19X\ +21p

ce systéme a une solution si et seulement si 19X\ + 21p = 0.

En particulier si A = 21, p = 19, 0 # 21v; + 1903 = (78,198,318,438) € Fn G
en particuliersiA=1,u=0,onav; ¢ Gdonc FnG#F=dmFnG=1
et le vecteur 21v; + 19v3 = (78,198, 318, 438) est une base de F' n G.

¢) En déduire dim(F + G) et donner une base de F'+ G. dim F' + G = dim F' +
dim G—dim FAG = 2+43—1 = 4. Donc F+G = R* et ((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0, 1))
est une base de F' + G = R*.

Exercice 4 Soit f: R® - R3, (z,9,2) — (z+2y+3z,4x + 5y + 62, 7x + 8y +92).
Soient
v =(1,-2,1), vs = (2,1,1), v3 = (1,-3,1) .

a) Quelle est la matrice de f dans la base canonique de R3? 4 5 6

b) Donner une base de ker f. En déduire le rang de f.

r+2y+32=0
(r,y,z)eker f << 4o +5y+62=0 Sx=2y=—2z
Tt +8y+92=0
donc ker f = {(z,—2z,2) : ze R} = R(1,—-2,1) et (1,—2,1) est par exemple

une base de ker f.
Donc rangf = 3 — dimker f = 2.
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c) Donner une base de im f. L’application f est-elle injective ? Surjective ? Justi-
fier. Le sous-espace de R?, im f, est engendré par v = f(1,0,0),v = f(0,1,0),w =
£(0,0,1). Or,u = (1,4,7),v = (2,5, 8) ne sont pas colinéaires donc dim Vect{u, v} =
2 =dimim f = 2 = (u,v) est une base de im f.

L’application f n’est ni injective, car 0 # (1,—2,1) € ker f, ni surjective, car
dimim f =2 < 3.

d) Montrer que (vq,vy,v3) est une base de R3.

1 -2 1
det| 2 1 1 |=—1%0donc (v1,vs,v3) est une base de R3.
1 -3 1

e) Donner la matrice de f dans la base (vy,vq, v3).

flor) =0, fv2) = (7,19,31), f(vs) = (=2, -5, -8) .
On résout zvy + yve + zvg = (7,19, 31)
rT+2y+ =z = 7
<y 2r+y—2z = 19
r+y+z = 31
e =208, y=-24 =153 .

On résout aussi xv; + yvg + zv3 = (—2, -5, —8)

T+2y+z = -2
< 2r+y—2z = -5
rT+y+z = -8

sxr =53 y=062=39.

Donc la matrice de f dans la base (vq, v, v3) est la matrice

0 208 53
0 —24 6
0 —153 39
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