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Exercice 1.

1. Montrer qu’il existe un seul groupe non abélien de la forme Z/4Z x Z/4Z. Montrer que la
loi du groupe, notée *, est donnée par

(z,y)* (', y) = (@ + (1), y +¥), z,y,2",y € Z/4Z.

(on expliquera briévement au passage pourquoi (—1)¥ a un sens)

2. Montrer que les sous-groupes ((1,0)) et ((0,1)) de Z/47Z xZ/4Z sont d’intersection triviale,
et en déduire que Z/47 x 7 /47 est engendré par (1,0) et (0,1).

3. Montrer que (2,2) est dans le centre de Z/4Z x Z/47. Quel est 'ordre du groupe quotient
H :=7/47 x7/A7/{(2,2))?

4. Montrer que, dans le groupe quotient H, on a (1,0)%? = (0,1)? = (1,1)2.

5. On pose Qs := (a,b:a® = b> = (ab)?). Montrer qu’il existe un morphisme surjectif de Qs
dans H.

6. Montrer, dans Qg, I'égalité b~'tab = a~!, puis a* = 1 = b*.

7. En déduire I'inégalité |Qg| < 8 sur 'ordre de Qg, puis que Qg et H sont isomorphes.

Exercice 2.
On considére le groupe linéaire G := GL2(Z/3Z).
1. Montrer que 'ordre de G est égal a 48.

2. Soit P; le sous-groupe engendré par la matrice ( > Montrer que le normalisateur

0 1
N(P;) de Py est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de G, et en déduire
que le nombre de 3-Sylow de G est ng(G) = 4.



. On pose P; le sous-groupe engendré par la matrice < > Déterminer le sous-groupe

11
N(Py) N N(P,). Montrer qu’il est d’ordre 4 et qu’il n’est pas distingué dans G.

On notera dans la suite P;, i de 1 a 4, les quatre 3-Sylow de G. Si g € G et i € {1,2,3,4},
on note o,(i) € {1,2,3,4} tel que gPig™" = P, ;.

. Déterminer le noyau du morphisme G — Sy, g — 04 et en déduire que PGLy(Z/3Z) ~ S4
(indication : le noyau est distingué et inclus dans N(P1) N N(Pa)).

. Montrer que les quatre 3—Sylow de G sont aussi les quatre 3—Sylow de SLy(Z/3Z). En
déduire que, dans SLa(Z/3Z), il y a exactement 8 éléments d’ordre 3.

6. En déduire qu’il y a au moins 8 éléments d’ordre 6 dans SLo(Z/3Z).
7. En déduire qu’il existe dans SLy(Z/37Z) un seul 2—Sylow d’ordre 8. On le note Q.

. Montrer que @ est le sous-groupe de SL9(Z/37) engendré par les matrices [ := < 0 -1 >

1 0
1 1
etJ.—<1_1>.

. Montrer que @) est isomorphe au groupe (Jg de I'exercice 1.



