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CORRIGE DU DEVOIR A LA MAISON DE FEVRIER

*

Exercice 1 Si K est un corps, le groupe des permutations paires 2, agit sur le
corps des fractions rationnelles K(Xy, ..., X,) par permutations des variables.

On note j := _1%“/5 e C.

a) LE groupe Az est engendré par le 3—cycle ¢ = (123) donc C(X1, Xo, X3)% =
@(X17X72,X3){1’C}. On a c.ty = j%*t,. Donc y1,ys,ys € C(X1, Xo, X3)%s.

b) On a C(X1,Xa,X3) = C(t1,ta,t3). De plus, to = t3/y1, t3 = y3 donc
C(X1, X2, X3) = C(ty,to, t3) = C(y1,Y2,Ys3,t1)-

c) Commet? = yiys, t1 est de degré < 3 sur C(y1,ya,y3) donc : [C(X1, X2, X3) :
Cly1,y2,y3)] = [Cly1,y2,y3,t1) : Cly1,y2,y3)] < 3.

d) Donc C(y1,y2,y3) < C(X1, X2, X3)¥ < C(X1, Xa, X3) et [C(X1, Xo, X3)%s
C(y1, 92, y3)] = [C(X1, X2, X3) : C(y1,y2,93)]/[C(X1, Xa, X3)™ : C(X1, X2, X3)] =
[C(X1, Xo, X3) : Cy1,y2,v3)]/3 < 1. Done C(y1,y2,y3) = C(X1, Xo, X3)%2.

e) Commel+j+32=0,o0na:

- (X1 47X5 + j°X3)?
(X1 +j2X2 +jX3)(X1 + 7Xo +j2X3)

O XP 4+ X5+ X3 46X, X0 X3 + 35(X7 X + X5 X5 + XIX1) 4 35%(X 1 X7 + Xo X3 4+ X3X7)
X2+ X2+ X2 — X, Xy — Xo X5 — X1 X3
_ —Xig’ — XS’ — Xg —6X1XoX3 + 3(X12X2 + X22X3 + X§X1)
J X7+ X2+ X2 — X1 X3 — X2X3 — X1 X3

~"
=2z

o —X3 — X3 — X3 - 6X1 Xo X5 + 3(X1 X2 + Xo X2 + X3X2)
X2+ X2+ X2 — X1 Xy — XoX3 — X1 X3

« v
~

=z

«

Puisque y2 =71, on a

Yo = j2 —X? - XS — Xg —6X1XoX3 + 3(X12X2 + X22X3 + X%Xl)
? X2+ X2+ X2 — X1 Xy — Xo X3 — X1 X3

Y — X3 — X3 — X3 —6X1 X5 X3 + 3(X1 X2 + X2 X2 + X3X2)
X2+ X2+ X2 — X1 X5 — Xo X3 — X1 X5 '

f) On a Q(X17X2>X3) = Q(leXQ,X?,)QlB = Q(Zl7227il/3)-
Or, [Q(X1, X2, X3) : Q(Xl,X27X3)9‘3] = 3. D’un autre coté, on a : Q(5)(y1,y2,y3) =
Q(j) (21, 22,y3). Donc :

[Q>) (X1, X2, X3) : Q(21, 22,93)]

= [Q) (X1, X2, X3) : Q(X1, X2, X3)][[Q(X1, X2, X3) : Q(21, 22, y3)]
= 2[Q(X1, X2, X3) : Q(21, 22,93)]
car j est de degré 2 sur Q(X1, X2, X3). Dot :

[Q(X1, X2, X3) : Q(z1,22,93)] = 1/2[Q(j) (X1, X2, X3) : Q(21, 22, y3)]
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= 1/2[Q(4)(X1, X2, X3) : Q(7) (21, 22, ¥3)|[Q(J) (21, 22, y3) : Q(21, 22, y3)]
= 1/2[Q(5)(X1, X2, X3) : Q) (Y1, y2, y3)[Q(F) (21, 22, y3) : Q(21, 22,y3)]

<1/2.32=3

car Q(5)(X1, X2, X3) = Q) (y1, Y2, ys, t1) et t3—yiys = 0. Donc [Q(X1, X2, X3) :
Q(zlszay3)] < 3= Q(Zl,ZQ,y?,) = Q(XlaX27X3)2l3'

Exercice 2 a) Comme z,, est racine du polynéme (7' —x1)...(T —x,) € L,[T],
x, est de degré < n sur L,. De méme, x,_1 est racine du polyndéme (7" —
x1)ee(T—xp—1) = % € L,(z,) = L,_1 (par exemple par unicité
de la division euclidienne) donc ZTp_1 est de degré < n — 1 sur L, 1. Ainsi

de suite, z; est de degré < i sur L;. Donc

n

[Lo: Ly,] = H[L,-,_1 (L] = H [Li(z;): L] < n! .

<i

Or [Lo : L] = [Q(X1, ..., Xpn) : Q(X1,..., Xn)®"] = n!. Donc pour tout i,
[Liy : L] = [Li(zi) : Li] =i et 1,....x) ' est une base de L; ; comme
L;—espace vectoriel.

b) Comme 1,x,,...,2""! est une base de L, ; comme L,—espace vectoriel,
comme 1, ..., 2" "2 est une base de L,_1 comme L, _s—espace vectoriel, les
9 sy fn—1 I

produits 227z 1 < ap_1 <n—2,1 < a, <n—1 forment une base de

. o . ap An—1, Gn—2

L,,_5 comme L, —espace vectoriel. De méme, les les produits %"z, "'z, "5,

1<ap,2<n—3,1<a,1<n—2,1<a, <n—1, forment une base

b) b b)

de L,,_3 comme L, —espace vectoriel ... ainsi de suite, on en déduit que

{. xfn Vi, 0< a; <i— 1} est une base de Ly = Q(x4, ...., z,,) comme
L—espace vectoriel.

c¢) Il suffit de montrer que A’ := A+ Az + .... + Az?~! est un sous-anneau de

B. Pour cela il suffit de montrer que A’ est stable par multiplication par x.
C’est le cas car Ar? = A(—ayjz? ' — ... —aq) < A+ Az + ...+ Axd=1 = A’
d) Soit A := Q[s1, ..., ). D’apres la question précédente, A[x,] = A+ ... +
Ax"=t.Car le polynéme (T — z1)...(T — x,) € A[T] est bien unitaire de
degré n. De méme le polynéme (T' — x1)...(T — xy—1) € A[z,,][T] est bien

unitaire de degré n — 1. Donc A[z,][zn_1] = A[zx,] + ... + Az, )27 =
o<i<n—2 Az’ _ 2. Anside suite ... on trouve finalement que A[z1, ..., x,] =

0<js<n—1

Q[z1, ..., n] est une combinaison Q|s1, ..., $, | —linéaire des mondmes z{*...z%"
ouVi,0<a; <i—1.

e) Soit g € Q[x1,...,2,]%". Alors d'une part g = Y. roz® ol a décrit les
n—uplets (a1,...,an) o Vi, 0 < a; < i—1 et ol les ro € Q[s1, ..., Sn]-
Et d’autre part, les monémes z{'...z%" ou V4,0 < a; < ¢ — 1 forment
une base de Q(z1, ..., ;) comme Q(s1, ..., s, ) —espace vectoriel. Comme g €
Q(s1, ..., Sn), seul le coefficient devant 1 : T(0,...,0) est nonnul et g = ro . o) €

(Q[Sl7 ceny Sn]

Exercice 3 a) Evident car IFy | =q"
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b)

En développant par rapport & la derniére colonne, on voit que A, (7T) est
un polynéme de degré au plus ¢" et dont le coefficient de degré ¢" est :
A, 1(Xp) Ilest clair que A, s’annule en 9 pour tout v € . Donc F, (T') di-
vise A, (T') dans F [ X1, ..., X, ][T]- Les degrés sont les mémes donc A, (T') =
cF,(T) ol c est une constante. Cette constante est A,,_1(X,,) (en comparant
les coefficients de degré ¢™).

On a:
T\? T
AL(T) = X;,T? — XIT = X971 — ) - =
1() 1 1 1 ((X1> Xl)
T
=X T (—c>
celF, X1

=X, [[(T—eX1) = X1 F(T)
celry
En particulier Aq(T') # 0 et par récurrence, A, (T") # 0 pour tout n.
On a Ap(T) = Ap—1(Xn)Fn(T). En développant A, (T') par rapport a
la derniere colonne, on voit que A,(T) = Y., meql pour certains co-
efficients d,,; € Fy[X1,..., X,] homogenes de degré ¥ j=0 ¢?. On a donc
F.(T) = Z?:o cnyiT‘f pour certains coefficients ¢, ; € Fq[ X7, ..., X,]. On a
en,iln—1(X,) = dy,; pour tout i. Comme A,_1(X,,) # 0 est homogene de
degré 22:01 ¢’, cni est homogene de degré Z?zq ¢ — 22:01 ¢ =q" —q¢'.
FEXS
Sige G, alors g.F,(T) = Hvem, g.(T—7) = Hvng (T —g(v)) = F,(T). En
particulier tous les coefficients ¢, ; sont dans Fy (X1, ..., X,,)¢.

Posons L := Fy(cp0,...; Cn.n—1). Comme w € L[T] est de degré ¢" — 1
et annule X,,, X,, est de degré < ¢" — 1 sur L. Comme X, _; est annulé
par g Fo(T) € L(X,)[T], qui est de degré ¢" — q, X,,—1 est de degré

Fq T—cX,
< ¢" — g sur L(X,). De méme, comme X,,_; est annulé par

ce

Fu(T)

ch,7»--,cn—i+1€Fq (T - Can T e T Cn7i+1Xn7i+1)

€ L(Xna "'aXn—i+1)[T] ’

X, est de degré < ¢" — ¢* sur L(Xp, ..., Xpn_ip1). On a donc :
[qu(Xl, ,Xn) : ]Fq(Cmo, "'7C7L,TL—1)] = [L(Xl, ,Xn) : L]

= [L(X1, 0. X0) : L(Xa, 0 X,)] o [L(X) £ L]

-

~~ ~
Sq"—q"fl Sq%,l

<(@"—¢" N (¢"-1) =G| .

Or: L <Fy(Xy, .., X0)C < Fy(X1, ., Xp) et [Fy( X1, oo Xn) t Fo( X1, .0 X,)C] =
|G|. Donc forcément, F,(cp.0, -, Cnn-1) = L = Fg(X1, ..., Xn)¢

Posons A :=TFy[cn 0 .-, Cnn—1]- Pour tout i, X,,_; est racine de

Fo(T)
1_‘[671,-,--~7Cn—1',+1€Fq (T - Can T el T CnfiJranfiJrl)

€ 14[)(”7 ceny Xn_i+1][T]
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qui est unitaire de degré ¢" — ¢*. Comme dans I'exercice [2| on en déduit que
A[X1, ..., X, ] est engendré, comme A—module par les mondmes X2n... X"
ol pour tout 7, 0 < a; < ¢" —¢"**t!. D’un autre coté, on déduit de la ques-
tion précédente que pour tout i, [L(Xp, ..., Xn—i) : L(Xn, ..., Xn—iz1)] =
q" — ¢'. Donc les mnémes X2 ... X", ol pour tout i, 0 < a; < ¢" — ¢" "1,
forment une base de Fq(Xj, ..., X,,) comme L—espace vectoriel. Il est clair
que :
Fu[ X1, X0]% = Fylcno, o Cnn1] -

Réciproquement, soit P € F,[X1, ..., X,]¢. On a d’une part
P= > A X0 X0

ay,...,an €N
Vi, 0<a;<qn—qnit1

pour certains coefficients A, € A = Fy[cp 0, ..., ¢n,n—1]. Et d’autre part,

P= D o X0 X0

aq,eee, an €N
Vi, 0<a;<q"—qnit!

pour des coefficients uniques p, € L = Fo(cpn 0, .. Cnn—1) = Fg(X1, ..., X,)¢.
Par unicité, comme P € F,[X1,...,X,]% < L,on a:

et tous les autres coefficients pu, = Ay =0, a # (0, ..., 0).
En particulier, P = A, .. 0y € A = Fy[ X1, s X]C.
SiF, = Z/2Z, alors :

Fy(T) =T(T — X0)(T — Xo)(T — X1 — X3)

=T 4+ T?2(X? + X2+ X1 X0)+T (X2X, + X1 X2) .

=c2,1 =cC2,0



