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)

. Exercice 1 Soit P = X? 43X +1€Q[X].
N
{.)ba) Montrer que P est irréductible sur Q.

/

"' b) Trouver a,b réels tels que :

4+ +1=0
+0 7§ suq® r~de i b ab= -1

et montrer que a + b est racine de P.

' 5 ¢) Calculer le discriminant de P et montrer que a+ b est I'unique racine réelle de
P.

1 d) L’extension Q(a+b)/Q est-elle galoisienne 7 Déterminer & isomorphisme prés
le groupe de Galois de P sur @.

% Exercice 2 Soit P := X%+ X%+ X + 3 € Q[X]. On note G le groupe de Galois
" de Psur Q.

2 <. a) Montrer que P n’a pas de racines dans Q.
1,5 b) Factoriser P sur F3 et montrer que G contient une transposition.
. ¢) Montrer qué 5 est une racine de P dans [F1;. On admettra que dans Fy;[X I,
) ona P = (X -5)Q ou @ € Fy1[X] est irréductible. En déduire que P est
irréductible sur Q.

7 d) Montrer qu'un sous-groupe transitif de S qui contient un 5—cycle et une
transposition est Sg tout entier. En déduire que G ~ Sg.

L " Exercice 3 a) Factoriser le polynéme P := X* + 9 sur C puis sur R. En dé- ) 1,
duire que P est irréductible sur Q. Soit z € C une racine de P. Montrer que ) b5
) ; .. . !

/ 7 . l'extension Q(z)/Q est galoisienne et montrer que son groupe de Galois est

L~ ~ Z/2Z x Z/2Z. Déterminer tous les corps k tels que Q < k < Q(z) (donner ) |
simplement un générateur pour chacun d’euz).

b) Montrer que @ := X* — 2 est irréductible sur Q. Soit K < C le corps de
) décomposition de @ sur Q. Montrer que K = Q(i, v/2). Montrer que le groupe
) '-,5‘ de Galois Gal(//Q) est isomorphe au groupe diédral d’ordre 8. Déterminer
les extensions galoisiennes k/Q telles que Q < k < K.

(6/9 Exercice 4 Soit p un nombre premier ¢mpair. On veut montrer qu’il n’existe pas
- de sous-corps K < C tel que [C : K] = p. On raisonne par I'absurde : on suppose
qu’il eziste un tel corps K.

/{ a) Montrer que C/K est galoisienne cyclique.
_ b) Montrer que z := e27/? ¢ K. En déduire qu’il existe @y € C tel que of =:
A3 a € K et C = K(on) (indication : par ezemple, calculer N (z) et utiliser le
théoréme 90 de Hilbert).

c) Soit k un corps de caractéristique nulle. Soient @ € k et a une racine de
XP — a dans une extension de k. On suppose que d := [k(c) : k] < p. Calculer
(Ni(ay/k(@))? et en déduire que a € kP := {zP : z € k}. En déduire que si

n< XP? — a n’a pas de racines dans k alors X? — g est irréductible sur k.
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._% Exercice 5 Soit p un nombre premier. Si A =

automorphisme de F,(X) tel que p4(X) = ¢535-

</

— a)
A5
193 4

N

Notons aj, ..., ap les racines de X? —a dans C. Montrer que XP —a= (XP—
o1)...(XP — ). Montrer que Ni(q,)/k (1) = a. En déduire, a laide de la
question précédente, que X? — a; est irréductible sur K(a1); trouver une

contradiction. o =

A

€ GLa(IFp), on note w4
G
aX+b .
L'F/ﬂ/&’
Montrer que GLa(Fp) — Aut(Fp(X)), A = @a est un morphisme de groupes
et déterminer son noyau. On note G I'image de ce morphisme. Trouver |G|.

(xP° X )P+l € il
Montrer que f := & =X0"_ € F,(X)C (indication : on admetira que GLa(Fp)

(XP-X)F +1
) 11 0 1 a
est engendré par les matrices 5 , y & BE).
01 10 0
Montrer que P := H (X — z) € Fp[X] et exprimer f en fonction de P

EEIFPZ\IFF
et Q:=XP - X.

Montrer que [Fp(X) : Fp(f)] < p* — p puis que Fp(X)C = Fp(f).
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