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Exercice 1 Soit IF, un corps fini & q éléments. Soit Fo(X) le corps des fonctions
rationnelles d'une variable & coefficients dans IFy.
Soit GG le groupe des autornorphismes de Fg(X) de la forme : f(X) — f(aX+b)
avec a, b € Fy, a # 0.
(), a) Déterminer [Fo(X) : Fo(X)%].
9 b) Soit P = (X9 — X)) € Fo(X). Montrer que [Fy(X) : Fy(P)] < g{g—1) et
o~ en déduire que Fo(X)C = Fo(P).
/) ‘ c) Soit H le sous-groupe de G formé des automorphismes .

F(X) = F(X +b)
b € F,. Montrer que Fq(X)H? = F(X7 — X).

Exercice 2 Soit o := \/(2 + v2)(3+ v/3). On pose E := Q{a).
(2; ;.K 6) Montrer que F = Q(\/ﬁ, \/§) est une exiension de degré 4 de Q.
b) On pose a:= (2++/2)(3+ v/3). Montrer que Nerava) (a) n'est pas un carré
( 1 dans Q(v/2). En déduire que a n'est pas un carré dans F.

0 Y ¢) Déduire de lo question précédente le degré [E : Q]. Montrer que les racines du
polynome minimal de o sur Q sont -

[

1,0 +/(2£V2)(3£ V3)
(indication : st o : E — C un morphisme de corps, alors o(a)® = o{(2 +
VZ)(3 -+ V3))).

d) Soit = \/(2 — V2)(3 4+ /3). Montrer que aff € F et en déduire que 8 € E.
/,/ Montrer de méme que :l:\/(Q:i: V2)(3 £ V3) € E et que lextension E/Q) est
galoisienne.
. € Onpose G = Autq(E) = Gal(E/Q). Justifier 'ezistence d'un o € G lel que
a{a) = . Montrer que o(v2) = -2, a(+/3) = V3, ¢(8) = —c.

f) Justifier Uezistence dun v € G tel que 7(c) = \/(2+ V2)(3 — V/3). Montrer
() gue dans G, on a les relotions :

o2 =72 = (o7)*
0,5 g) On note Qg le groupe de présentation. :
% (a,b : a* =% = (ab)?)

(on admet que c'est un groupe d'ordre 8). Montrer que G = Qs.

h) Pour chacun des guatre corps intermédiaires
£

; ;; pe K= Q(ﬁ):@(ﬁ)a@(\/@a Q(\/Q—, \/5),
RS

/i {-;‘(,'.ig-'*'f*f") déterminer H un sous-groupe de G tel que K = E¥H.
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Exercice 3 a) Déterminer l'unique polyndme irréductible sur Fy de degré 2. En

o
N,

déduire que X* + X + 1 est irréductible sur Fo. Factoriser X4+ X +1 sur
Fs. Montrer que le groupe de Gealois sur Q du polynéme X AL X 41 est Gy
(indication : on peut par exemple calculer le discriminant).

b) Calculer le discriminant de X* 4 8X + 12. Factoriser X* 48X +12 sur Fs

k5

(indication : il y a une racine parmi —1,0,1). En déduire que X 448X +12 est
soit irréductible sur Q soit avec une racine dans Z. Montrer que X 148X +12

(‘“‘“ e fk '5\> est irréductible sur Q et que son groupe de Galois sur Q esi 21y,

Exercice 4 Soient a1, ...,an des entiers sans facteur corré, deur d deuxr premiers
entre eur. On pose Ly == Q(a1,...,ox) sil <k <n.

0,5 %
b)

{_.r/; i E)

Montrer que Uextension Ly/Q est goloisienne pour tout k.
On suppose que [Ly : Q] = 25 pour un certain 1 < k < n.
Montrer que :

N LTTRRR T 0<r <k 1<1 < L < <k

est une base de Ly comme Q—espace vectoriel.
Montrer que si0 <rms<ketsil <ih <..<ip <k, 1<f1... $Je Sk, avec
{ig, e tr} € {J1, - Jo}, alors il ezviste o € Gal(Ly/Q) tel que o(\fUi, illi,) =
— /05, G, et o\ /85 -0j,) = /8j; -Gy, -
Montrer que si o € Ly, et si o a au moins deux coefficients non nuls dans la
base

+/ Big i, : D<r<k 1<t <...<ip <k
alors il eziste o € Gal(Ly/Q) tel que o(a) # ta. En déduire que \/Grr1 & Li.
Montrer que [L, : Q] = 2",
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