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Cours du mercredi 22/1/14

Introduction

0.1 Caractéristique

Soit K un corps.

Définition 1 Soit p > 0 tel que pZ = ker(p : Z — K, n — nlg). Le
nombre p est la caractéristique du corps K.

Proposition 0.1 La caractéristique de K est 0 ou un nombre premier > 0.

Remarque :si p =0, Q est le plus petit sous-corps de K si p > 0, c’est
F, :=7Z/pZ.

0.2 Polynoémes symétriques

Soit K un corps. Sis € S,,si P € K[X}, ..., X,,], onnote P%(X1, ..., X;,) :=
P(X41) - Xs(ny). (C’est une action a droite). On note K[X7, oy X7 les
polyndémes invariants ou polyndémes symétriques.

On note ok (X1, ..., Xn) = Y1<iy <. <ip<n Xiy--Xiy, les polynomes symé-
triques élémentaires :

Proposition 0.2 K[X1,..., X,,|%" = Koy, ..., 0]

Démonstration : Par récurrence sur le degré donné par ’ordre lexico-
graphique X1 > ... > X,,. Q.e.d.

Remarque : c’est vrai si on remplace K par Z!

Ezercice : Si K est de caractéristique # 2, alors K[X1,..., X,]4" =
Klo1,...,on] + 6K[o1,...;0n] 01t 6 := [[1<;j<n(Xi — Xj) (indication : soit
P tel que ¥V o, P? = €(0)P, alors P est divisible par § (en effet, le monéme
dominant de P est de la forme X% avec a1 > .... > «ay, qui est divisible par
X1 X, 1, monome dominant de §)).

Proposition 0.3 (relations coefficients-racines) Soit P(X) := X" +
ar X" '+ . +a, € K[X]. On suppose que P a n racines x1,...,x, dans
une extension de K i.e. :

P=(X—z1)...(X —z,) .

Alors a, = (—=1)*op(z1, ..., 2y).



0.3 Equations de degré 2

fl@)=a>+pr+q=(z—z1)(x — 22)

= 21+ Ty = —p, 1129 = ¢, 71 — T3 = £VA

oit A = (11 — 12)% = p? — 4q.
Donc :
—p =+ \/Z

Iy, T2 = 2

FEzercice : Vérifier que 2 cos(2mw/5) = 1*—2‘/5 et 2sin(27/5) = 572‘/‘?’.

0.4 Degré 3

f@)=a*+pr+q= (v —a1)(z — x2)(x — x3)

= 6% = ((z1 — 22) (w2 — x3)(x1 — 23))° = —4p” — 27¢° .

c’est le discriminant de x® + px + ¢q. Solent a = x1 + jxo + j?x3, b =
x1 + 2w + jas.
Alors :
a+b j2a + jb ja+ j3%b
Ty = 3 >$2:Ta$3:Ta
.3 2Tq | /=276 13 _ _21q /=276 _
et :a” = + ¥, 00 = -1 — Y et ab= —3p.
Réciproquement, si on choisit une racine carrée : (%)2 + (%)3 et une

racine cubique : {’/ —d 4+ (%)2 + (%)3, on peut choisir une racine cubique
\S/—q — V(%)% + (2)? telle que :
2 2 3 :

OO ER (OO

Si on pose :

R ERORORI ER(ORICR
A @ @A 6




2 3 2 3
N q p 28 4 (4 p
"J 2" (2) +<3) ”J 2 (2)+<3)’
ona: (X —x1)(X —22)(X —23) = X3+ pX +¢.
FExemples :

i) l'unique racine réelle de 23 —x — 1 est :

1.1 /23 o1 1[5
2 2V 27 2 2Var’

ii) 2% — 3z +1 a 3 racines réelles mais aucune n’est résoluble par radicauz
réels : c’est le casus trreducibilis. Une des racines est :

2 . 3/
2C08(9)=%+\/j>2.

\ 3 ; 1 it
ot on pose Vrett :=r3e3 sir >0 et —w <t <.

FEzercice : Montrer que 2 cos(27/7) = —% + % <€’/7+2%“/§ + 6/%

(indication : 1+ 2cos(2m/7) + 2 cos(4mw/T) + 2 cos(6m/7) = 0 et (2cos 3t) =
(2cost)® — 3(2cost)).

Ezercice : Si P = X3+ a1 X? +asX +as, alors A = afa3 —4a3 — daiag —
27&% + 18ajaqas.

0.5 Degré 4

Il y a aussi des formules avec des radicaux mais la place me manque ...

0.6 Degré > 5

252 = (z—x1)(x—22)(x—23)(x—24) (z—25) ot 7}, = v/2(cos(2km/5)+
isin(2km/5)) donc 2° — 2 est résoluble par radicaux.

En revanche nous verrons plus tard que 2° — — 1 n’est pas résoluble par
radicaux.

1 Extensions, algébricité

1.1 Polynémes irréductibles
Proposition 1.1 Soit K un corps. soit P € K[X]. Alors P est irréductible
< K[X]/(P) est un corps.

Remarque : K[X]/(P) est un K —espace vectoriel de dimension d =
deg P.



1.2 Extensions, degré

Soient K < L deux corps. On dit que L est une extension de K.
Dans ce cas L est aussi un K—espace vectoriel. On note [L : K] :=
dimg L : c’est le degré de L sur K.

Proposition 1.2 (multiplicativité des degrés) Soient K; < ... < K,
des corps. Alors [K,, : K1) = [Ky, : Kp—1]...[K2 @ Kq].

Ezemple : [Q(V/2,7) : Q] = 6.

1.3 Eléments algébriques

Proposition 1.3 Soit K < E une extension de corps. Soit x € E. Sont
équivalentes :

(i) il existe 0 # P € K[X] tel que P(x) =0;
(i) dimg K|x] est finie;
(iii) Klz] = K(z).

On dit que z est algébrique sur K s’il existe un polynéme P € K[X] non nul
tel que P(x) = 0.

Dans ce cas, K[z] = K(x), K|z] est un K —espace vectoriel de dimension
finie.

De plus, l'idéal {P € K[X] : P(z) = 0} est un idéal premier non nul
engendré par un unique polynéme unitaire P, : le polynéme minimal de x
sur K.

Remarque, P, est irréductible sur K et si P est un polynoéme irréductible
sur K qui annule 2, P = ¢P, pour un ¢ € K*.

On a: [K[x]: K| =degP, : c’est le degré de x sur K.

Proposition 1.4 L’ensemble {x € E : x est algébrique sur K} est un sous-
corps de E.

Proposition 1.5 Si K < E est une extension finie (i.e. [E : K] est fini),
alors E est algébrique sur K i.e. tous les éléments de E sont algébriques sur
K.

Remarque : @ est une extension algébrique infinie de Q.

1.4 Corps de rupture

Soit P € K[X] un polynome irréductible. Dans le corps K[X]|/(P), I'élé-
ment X := X mod P est une racine de P car P(X) = P(X) = 0 mod P.



Théoréme 1.6 Soit L une extension de K et o € L une racine de P telle
que Kla] = L. Alors K[X]/(P) — k[a], Q(X)mod P — Q(«) est un iso-

morphisme de corps.

Une extension L de K comme dans le théoréme est un corps de rupture de
P sur K.

En particulier 1, a, ..., est une K—base de «.

Ezemple : Q(3/2), Q(j¥/2), Q(52/2) sont des corps de rupture de X3 —2
sur Q.

Reéalisation du corps de rupture

Si P(X) = X"+ a1 X" ! + ... +a, € K[X] est irréductible, alors
K[X]/(P) ~ K[A] ou A est la matrice :

Oédeg P-1

0 0 —an
1
0 € Mp(K)
;
0—0 1 —a
a —b a 2b
Par exemple : C ~ ta,beR p et Fog ~
b a b a

a7b€F5}

1.5 Corps de décomposition

Soit P € K[X]. On suppose que E > K est un corps ou P est scindé : P =
(X —x1)...(X — ). On dit que K(z1,...,x,) est le corps de décomposition
de P dans F.

Proposition 1.7 Un cops de décomposition existe toujours.

Démonstration : PAr récurrence sur deg P en utilisant ’existence de corps
de rupture. Q.e.d.

.....

Théoréme 1.8 (prolongement d’isomorphisme) Soit 0 : K — K' un
isomorphisme de corps. Soit P € K[X]| un polynéme irréductible. Alors
P? € K'[X] est irréductible. Si o,/ sont des racines de P et P’ dans des
extensions de K, K', alors o se prolonge en un isomorphisme K (o) ~ K'(/)
qui envoie o sur o .



Théoréme 1.9 (unicité du corps de décomposition) Soit o : K — K’
un isomorphisme de corps. Soit P € K[X]|. Soit E > K un corps ou P est
scindé :P = ¢(X —x1)...(X —xy,). Soit E' > K' un corps ot P? est scindé :
P =d(X —a))... X —al). Soient B := K(x1,...,xy), B := K'(2, ..., 2},).
Alors o se prolonge en un isomorphisme B ~ B’.

Corollaire 1.9.1 Soient L,L' deuzx corps de décomposition de P sur K.
Alors il existe un K—isomorphisme L ~ L'.

Ezemples : IFyn est un corps de décomposition de X " — X sur [y et on
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2 Caractéres et morphismes de corps

Si G est un groupe et K un corps, un carctére de G dans K est un
morphisme de groupes G — K*. L’ensemble des caractéres est une partie
du K —espace vectoriel des fonctions G — K.

Ezemple : G = Z/nZ, K = C, les caractéres de G dans C sont les k — ¢*
ou ¢ = exp(2im/n).

2.1 Indépendance

Théoréme 2.1 (d’indépendance des caractéres d’Artin) Soient o1, ..., 0y,
n caracteres distincts de G dans K. Alors les o; sont K—linéairement indé-
pendants.

Corollaire 2.1.1 Soient E, E' deuz corps. Si o1, ...,0p, sont n morphismes
distincts de corps E — E'. Alors les o; sont E'—linéairement indépendants.

Ezercice : si G abélien, on pose GV le groupe des caractéres de G dans
C. Montrer que G¥ ~ G (non canonique).
FEzercice : si G fini, [Hom(G, K*)| < |G|.

2.2 Corps des invariants

Théoréme 2.2 Soient o1, ...,0, n morphismes distincts E — E'. Alors si
F .= Elovoomd [E:F] > n.

Démonstration : Si ey, ..., e, est une famille génératrice de E comme
F—espace vectoriel, alors les lignes de la matrice (0;(e;)) 1<i<n € My m(E')

1<5<

sont indépendantes. Donc n < m. Q.e.d.



Corollaire 2.2.1 Si G est un sous-groupe fini de Aut(E), alors [E : E¢] >
Gl

Ezemple : E = C, G = {1,0} ou o est la conjugaison complexe, [C : R] = 2.

3 Correspondance de Galois

3.1 Extensions galoisiennes

Soit E un corps. Soit G' < Aut(E) fini. On dit que E/E® est une exten-
sion galoisienne de groupe de Galois G.

Notation : si F = E¢, G =: Gal(E/F).

Ezemples : C/R, Fyn /Ty, Q(C)/Q, Q(v2)/Q, contre-exzemple : Q(v/2)/Q.

Evemple : Q({2,5)/Q.

Théoréme 3.1 Soit E un corps. Soit G < Aut(FE) un groupe fini. Alors
[E: E =|G|.

Démonstration : On utilise la forme F—linéaire Tr : E — F, = +—
o1(z)+...+op(z) ot F = E¢ G = {04, ...,0,,}. Soient g1, ..., g, les éléments
de G. Si ey, ..., en41 sont des éléments de E, alors les colonnes de la matrices
(9i(ej)) 1<i<n € M pt1 sont lices. Done Vi, 375 z;9i(ej) = 0 pour certains

1<G<n+
xj € E. Dou:
Vi, Zg[l(:cj)ej =0
J
et 22,5, g;l(xj)ej = 0= 3; Tr(z;)e; = 0. C’est encore vrai si on remplace
xj par zz;, € E. Donc on peut choisir les x; tels que 21 € E et Tr(zq) # 0
par exemple. Mais alors, les e; sont liés sur EC. Q.e.d.

Corollaire 3.1.1 (Maximalité du groupe de Galois) Soit E/F galoisienne
de groupe G. Alors sio : E — E' est un F—morphisme de corps, o0 € G. En
particulier, G = Autp(F).

Corollaire 3.1.2 (Injectivité) Si E/F est galoisienne de groupe G si Hy, Hy <
G, alors E" = EH2 & Hy = H,.

Exemples :

a) k(x1,...,2,)% = k(s1, ..., 5n),

b) Q(V2,5)/Q est galoisienne de groupe de Galois G := (s,t) ~ &3 oil s est
le Q(j)—automorphisme qui envoie v/2 sur jv/2 et ¢ le Q(¥/2)—automorphisme
qui envoie j sur j2;
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c¢) soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré par les chan-
gements de variables t — t~! et ¢t —+ 1 — t. Montrer que G laisse stable
I’ensemble des 3 fonctions :

ittt o=l -t (=) fa=1 -t (1t

En déduire que G est isomorphe au groupe Ss.

Soit K le sous-corps des fractions rationnelles f € C(¢) invariantes par
les changements de variables

ts1—tettrst™ L.

Montrer que K = C (%)
En déduire que 'extension :
(t2—t+1)3
Cl————| CcC(t
( t2(t —1)2 ®)
est galoisienne de groupe de Galois Ss.
Exercice : on pose Yy := x1 + jxo + j2x3, yo 1= x1 + j2x0 + jr3. Montrer
que C(z1, 22, 13)" = C(y /y2,43/y1,01)-
Proposition 3.2 On pose L := k(s1,...,8n) et L; := L(xjy1,...,xn), 0 <
i<n (L,=1L).
a) [Li—1:L)=ietl, ..,z " est une base de Li_1/L;.
b) {x{*..xfn Vi, a; <i—1} est une base de k(x1,....,2,)/L.
c) tout g € kl[z1,...,x,] est une combinaison k[si, ..., Sp|—linéaire de mo-

nomes x{*..x%m Vi, a; <i—1.

d) On retrouve que klxy, ..., ,)%" = k[s1, ..., sn].

3.2 Surjectivité

Théoréme 3.3 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois G.
St F < B<E, alors il existe H < G tel que Ef" = B.

Démonstration : Soit H := Autg(F). On a : B < E¥. Soit s, ..., s,
un systéme de représentants de G/H. On a BYs1-5} = F donc [B: F] > r
et [E:B]<[E:F|/r=|H|=[E:E"]dou B=FEH. Q.e.d.

Ezercice : donner la liste des sous-corps de Q(+/2, 7).
(réponse : Q(V2,7) > Q(V2), Q(1V2), Q(*V2), Q) > Q).

COURS DU MERCREDI 5 FEVRIER 2014

11



3.3 Théoréme fondamental

Théoréme 3.4 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G.

i) On a2 bijections réciproques :
(H<Gy ¢S {F<B<E)}
Hw— BY
Gal(E/B) «+ B .

it) L’extension E/B est galoisienne et [E : B] = |Gal(E/B)|;
i) [B:F]=|G/Gal(E/B)|;

i) extension B/F est galoisienne si et seulement si Gal(FE/B)<G. Dans
ce cas, Gal(B/F) ~ G/Gal(E/B).

Proposition 3.5 Soit E/K une extension galoisienne. On suppose que K <
B < B' < E. On note U := Gal(E/B), U := GalE/B’. Alors B'/B est
galoisienne < U' <U. Et dans ce cas, Gal(B'/B) ~U/U’.

3.4 Caractérisation des extensions galoisiennes

Théoréme 3.6 Soit E/K une extension finie. On a toujours : |[Aut(E/K)| <
[E : K|. L’extension E/K est galoisienne < |Aut(E/K)| = [E : K]. Dans
ce cas, Gal(E/K) = Aut(E/K).

Ezemple : si E = Q(v/2), alors [Aut(E/Q)| =2 < 4 = [E: Q).

3.5 Séparabilité

Soit P € K[X]. Alors : P est premier avec P’ si et seulement s'il n’existe
pas d’extension ou P a une racine multiple (i.e. d’ordre > 1).

Si E/K est une extension. On dit que o € E est algébrique séparable si
P(a) = 0 pour un polynome séparable P € K[X]| < le polynome minimal
de « est séparable.

Une extension est séparable si tous ses éléments le sont.

Proposition 3.7 Si P € K[X] est irréductible, alors P est séparable si
P’ # 0. En particulier, en caractéristique nulle ou sur un corps fini, tout
polynoéme irréductible est séparable.

Contre-exemple : XP — t est irréductible non séparable sur F,(t).

Théoréme 3.8 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. Soit x €
E. Soient x1,...,x,., 7 < n les images distinctes de x par les o € G. Le
polynome (X — x1)....(X — x,) est le polynéme minimal de x sur F. En
particulier, E/F est séparable.

12



Théoréme 3.9 Une extension finie E/K est galoisienne < E est le corps
de décomposition sur K d’un polynome P € K[X] séparable. Dans ce cas,
on dit que Gal(E/K) est le groupe de Galois de P sur K. De plus Galg (P)
s’identifie & un sous-groupe de &, ot r = deg P.

3.6 Normalité

On dit qu'une extension E/F est normale si pour toute extension 2 de
F, et pour tous F—morphismes 0,7 : E — Q, 0(E) = 7(E).
FEzercice : Cela revient a dire que o(F) = E si ci-dessus 2 > E.

Proposition 3.10 Si E/F est un corps de décomposition, E/F est normale.

Ezemple : Q(3/2,7)/Q, contre-exemple : Q(/2)/Q.

Théoréme 3.11 Soit E/F une exstension finie. Alors lextension E/F est
galoisienne si et seulement si elle est normale et séparable.

COURS DU MERCREDI 12 FEVRIER 2014

Ezercice : vérifier que Galg(P) agit transitivement sur les racines si et
seulement si P est irréductible sur K.
Remarques :

i) SiM/Let L/K sont normales, M /K nel'est pas forcément. Par exemple :
K =@, L=Q(V2), M =Q(V2).
ii) Si M/L et L/K sont séparables, alors M /K est aussi séparable.

3.7 Composée de corps

section non faite en cours
Soit L/K une extension. Soient K < E,E’ < L. On note EE’ le sous-
corps de L engendré par E et E’.

Proposition 3.12 Soient L/K une extension galoisienne de groupe G, K <
E,E' <L, H:=Gal(L/E), H := Gal(L/E"). On a :
i) Gal(L/EE')=HNH' Gal(L/ENE') = (H, H").

ii) SiE'/K est galoisienne, alors EE'|E aussi et Gal(EE'/E) ~ Gal(E/EN
E, s—s|g.

iii) Si E/K et E'/K sont galoisiennes, alors EE'|K aussi et Gal(EE'/K)
est isomorphe & un sous-groupe de Gal(E/K) x Gal(E'/K) via s —
(s|lg,s|lpr). Si de plus, ENE = K, Gal(EE'/K) ~ Gal(E/K) x
Gal(E'/K).

13



Ezercice : Soient L = k(X1, X2, X3,X4), K := L% = k(s1, 52,53, 54),
E:=k(x4) = LS, E' .= L*1 ou Ky = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

OnaH =063, H =Ky, [E: K| =|6,4/63| =4, [F : K| = |64/K4| =6,
FE =L =LHH pnE = WA — K Comme H n'est pas distingué
dans &4, EF/K n’est pas galoisienne. En revanche E’/K est galoisienne de
groupe de Galois ~ &4/Ky ~ &3. Vérifier que E' = K () ou f =3 ¢, 0
ot o 1= zyr3rind.

4 Corps finis

4.1 Sous-groupes finis de K*

Soit G un groupe fini. On note w(G) I'ezposant de G : c’est le ppcm des
ordres des éléments de G.
Ezemple : w(&3) =6

Lemme 4.1 Soient a,b € G tels que ab = ba. Si a,b sont d’ordres finis m,n
premiers antre eux, alors ab est d’ordre mn.

Corollaire 4.1.1 Dans un groupe abélien fini, l’ensemble des ordres des élé-
ments est stable par ppcm.

Proposition 4.2 Soit G un sous-groupe fini de K>, alors G est cyclique.

Ezemple : les P sont cycliques; les sous-groupes finis de C* sont cy-
cliques : ce sont les py.

Contre-ezemple : Qg := {1, +i,+j, £k} < H* n’est pas cyclique.

Ezxercice : déterminer les sous-groupes d’indice fini de C*, de R*.

4.2 Structure

Un anneau A est de caractéristique n si nZ = ker(Z — A, n+— nly). Si
A est intégre, la caractéristique est un nombre premier.

Proposition 4.3 Si A est un anneau de caractéristique p, un nombre pre-
mier, alors Fry : A — A, x — x% est un morphisme d’anneaux si q est une
puissance de p.

Soit K un corps fini. Sa caractéristique est un nombre premier p et son
cardinal ¢ une puissance de p. De plus si ¢ = p”, alors (K, +) ~ (Z/p)" et
(K*,x)~7Z/(q—1)Z.

Théoréme 4.4 Soit p un nombre premier. Si n > 1, il existe, & isomor-

phisme prés, un unique corps de cardinal ¢ = p™ c’est le corps de décompo-
sition de X1 — X sur I,
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Théoréme 4.5 Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p. Si Fqg < K <
Fgn, alors K est de cardinal ¢™ ot m|n. Réciproquement, si m|n, il existe
un unique sous-corps K de IFy de cardinal g™ : c’est l'ensemble des racines
de X9" — X dans IF,.

Théoréme 4.6 Soit K un corps fini. Pour tout n, il existe une extension
L/K de degré n. Cette extension est galoisienne, cyclique et unique & iso-
morphisme pres.

Démonstration : K ~ T, et L ~ Fyn. Q.e.d.

Remarque :si k est un corps, alors il existe une extension algébrique k de k
telle que k est algébriquement clos. Ce corps k est unique & k—isomorphisme
pres. On dit que c’est une cloture algébrique de k. Pour IFp, on a : Fpn =
{zeF, : 2’" =a} et F)p = U, Fpn.

Dans la suite, on fixe pour tout p une cloture algébrique de I, : notée
Fpet Fpn:={zelF, : 2" =z}.

4.3 Polyndmes sur les corps finis
4.3.1 Nombre de polynémes irréductibles de degré donné

Théoréme 4.7 Soient p un nombre premier et q une puissance de p. Pour
tout n > 1, il existe 0 € Fyn tel que Fyn = Fy[0] et il existe un polynome
irréductible de degré n sur IF,.

Lemme 4.8 Soit P € F,[X] irréductible de degré m. Alors P divise X7 —X
sur By si et seulement si m|n.

Démonstration : Si m|n, alors ¢" —1|¢" —1 donc X¢" ~1 —1|X4"~1 -1
et X7 — X|X9" — X, Q.e.d.

Corollaire 4.8.1 On a :
i)

X" - x =[[[[Px)
dn P
ot P décrit les polynomes irréductibles unitaires sur Iy de degré d.

i) q" = Ygndva(q) ; ol vy(q) est le nombre de polynomes irréductibles
sur IFq unitaires de degré n.

> g 1/ d)g

i11) vn(q) = =""———— o0 u est la fonction de Mdbius.
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Rappel : si ((s) := Y5 n~ % pour s > 1, alors {(s)™! = 3,5 p(n)n~*
(on peut prendre cette formule comme définition de p). Plus concrétement,
on a :

o a 0 si I'un des a; > 2,
w(py--pr) = .
(—1)"  sinon.
Ezemple : dans IF3, on a :

X X =X(X+1)(X+2)(X?+ X +2)(X?+2X +2)(X? 4+ 1)

et 1p(3) = £33 =3,
Ezercice : Donner un sens au produit infini [[p(1 —t4°87)~1 ot P décrit
I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires sur Iy et montrer que :

[[a—tdeP)y"t =1 —qr)" " .
P
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4.3.2 Ordre d’un polynéme, polynéme primitif
Théoréme 4.9 Soit P € Fy[X] irréductible de degré m. Alors P est scindé a

racines simples sur Fgm. St a est l'une d’elles, les autres sont a, ..., a?" " En
particulier, si P # X, toutes les racines de P ont le méme ordre multiplicatif

dans IF;;m .

Démonstration : Soit a une racine de P. Le corps [F[a] est une exten-
sion galoisienne de IF, de groupe engendré par x — x9. Le groupe de Galois
agit transitivement sur les racines de P. Q.e.d.
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Soit P € F;[X] un polynéme premier & X. L’ordre de P est le plus petit
entier e > 0 tel que P|X®¢ — 1. Si P = X"Q avec h > 1 et Q premier a X,
on pose ordP := ord(.

Remarque : dans le premier cas, e est 'ordre de X dans (IF,[X]/(P))*
c’est aussi 'ordre commun des racines de P dans ]]Tpx.

Proposition 4.10 Si P est irréductible sur IF, de degré m, l’ordre e de P
divise ¢ — 1. De plus, si e > 1, m est lordre de q dans (Z/eZ)*.

Démonstration : Soit a une racine de P dans une extension de IF,.
Alors Fy[a] = Fgm. Donc l'ordre de a, qui est e, divise ¢™—1. Si¢" = 1 mod e,
alors a?"~! = 1 donc a?" = a. Donc a € Fyn. D'ott, Fyfa] < Fyn. Par consé-
quent, m = [Fy[a] : Fy]|n = [Fg» : Fy]. Donc m est bien le plus petit entier
tel que ¢" = 1 mod e. Q.e.d.

Théoréme 4.11 Soient e,m > 1. Le nombre de polynémes irréductibles sur
[P, et unitaires de degré m, d’ordre e est :

Nym.e = (€)/m si m est l'ordre de q dans (Z/eZ)*,0 sinon.

Démonstration : Soit ®. := [ cer,m X — 2 € Fy[X]. Si P irré-
z d’ordree

ductible divise @, alors P est d’ordre e donc deg P = m l'ordre de ¢ dans
(Z/eZ)*. Donc mNyme = @(e) = le nombre d’éléments d’ordre e dans le
groupe cyclique T n. Q.e.d.

Exemple : 211 —1 =23.89. On a :
X2 1 = (X4+D) (X2 X X X X 0 X (1 X+ X5+ X O X T X0 X
dans Fo[X]. Il existe a € F.;, d’ordre 23 tel que :

I+ X2+ X+ XP 4+ X0+ X104 XM = 11 (X —a%);
i€{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}

I+ X+ X+ X0 X7+ X%+ XM = 11 (X —a) .
ie€{5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22}
Pour e = 23, ¢ = 2, 2 est d’ordre 11 mod 23; les polynémes d’ordre 23
sur Py sont de degrés 11, il y en a ¢(23)/11 = 2.
Ezemple :si g =2,m =4, alors No4. =1sie=25,2sie=15.
Ona: @5 =1+X+X2+ X34+ X4 irréductible et 15 = (1+X +X*)(1+
X3+ X1).

On dit qu'un polynéme P € F,[X]| de degré m est primitif s’il est le
polynéme minimal d’un générateur de IE‘qu.
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Théoréme 4.12 Un polynome de degré m est primitif si et seulement s’il
est unitaire, premier a X et d’ordre ¢ — 1.

Ezemple : les polynémes primitifs unitaires de degré 4 sur o sont :
T+ X+ X%et 1+ X34+ X4

4.4 Algorithme de Berlekamp

Théoréme 4.13 Soit P € F,[X] un polynome de degré d sur Fy. On sup-
pose que P est séparable. Alors P est irréductible sur IFy si et seulemnt si
Uendomorphisme Fry — Id du Fy—espace vectoriel Fy[X]/(P) est de rang
d—1.

Remarque : le rang est toujours < d — 1.

Démonstration : Sile rang est < d — 1, il existe un polynéme @ =
a1 X + ... + ag_1X% " non nul dans le noyau. Alors, le pged de P et Q —a
est non constant pour un certain a € Fy car P|Q? — Q = [Locr, (Q—a).

Réciproquement, si P n’est pas irréductible, P = P;...P, pour des po-
lynoémes irréductibles deux & deux premiers entre eux P; et un r > 1. Mais
alors :

F[X]/(P) ~ @:iF4[X]/(Fi)

Les sous-espaces E; := IF,[X]/(P;) sont stables par Fry —Id donc le rang
est :

Zrang(Frq—Id\Ei) :ZdegPi—l =d—-r<d-1.

Q.e.d.

Exemple :q =2, P = X%+ X*+1, Dans la base 1, X, X2, X3, X4 mod P,

la matrice de Fro — Id est :

00011
01 011
01101
00011
00110

Le rang est 3 < 5. Donc P est réductible. Dans le noyau, on trouve : @) :=
X2 + X3 4+ X* Donc P = pged(P,Q)pgcd(P,Q +1) = (1 4+ X + X?)(1 +
X+ X3).
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5 Cloture algébrique

Soit K un corps. Une cloture algébrique de K est une extension akgé-
brique de corps K /K telle que K est algébriquement clos.

Théoréme 5.1 Soit K un corps. Il existe une cloture algébrique de K.
De plus si Ky, Ko sont deux clotures algébriques de K, alors il existe un
K—isomorphisme K1 ~ Ks.

Démonstration : Existence : Soit I I’ensemble des polynomes unitaires
de K[X] de degré > 1. Pour tout f € I, on introduit des variables T,
1<i<degf.

On pose A := K[Ty; : f € I,1 < i < degf] c’est un anneau de
polyndémes en une infinité de variables.

Soit J I'idéal de A engendré par les coefficients des polynémes :

deg f

F0) = T X =Ty

i=1

lorsque f décrit 1.
On a J C A. En effet, sinon, il existe f1, ..., fy € I et certains coefficients

c,...,cN respectivement des polynomes :

deg f;
FX) = T & =T
i=1
1 < j < N et des éléments aq, ...,ay € A tels que aiciy + ... + ayey = 1.
Soit L une extension de K ou fi, ..., fv sont scindés :

deg f;
X)) = 1] (X =rp)

=1

pour certains 7y, ; € L.
Soit ¢ : A — L le morphisme de K —algébres tel que :

o(rpy =y 0 I

0 sinon.
On étend ¢ en un morphisme ¢ : A[X] — L[X].
. d .

Ona: Vj, ¢(f;(X) = TL(X = T,)) = f5(X0) ~ I3 (X = rp0) =0 €
L[X]. En particulier V j, ¢(c;) = 0.

Donc ¢(1) =32, ¢(a;)¢(c;) = 0 absurde!

Soit I <m < A un idéal maximal. On pose K := A/m. C’est un corps.
De plus K Nm = 0 donc on peut identifier K avec son image dans A/m.
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L’extension K /K est algébrique. En effet, K est engendré par les ¢, :=
Ty ; mod m. Or par définition :

deg f
FX) = T (X = Tyy) € I[X] < m[X]
=1

ie f(X)= H?ﬁ%f(X —tr;) € K[X]. En particulier, f(ts;) = 0 et les ty;
sont algébriques sur K.

Le corps K est algébriquement clos. En effet, soit P € K[X] un polynome
irréductible unitaire. Soit o une racine de P dans une extension  de K. On
a K < K < K(a). L’élément « est algébrique sur K. Soit @ son polynome
minimal sur K. Comme P est irréductible unitaire, P est le polyndéme mi-
nimal de « sur K. Donc P|Q dans K[X]. Or Q est scindé sur K. Donc les
facteurs irréductibles de P sont de degré 1 et deg P = 1. Q.e.d.

Ezxemples : C est une cloture algébrique de R, Q une cléture algébrique
de @ et Up=oC((tY/™)) une cloture algébrique de C((t)).
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5.1 Retour sur la notion de séparabilité

Soit E//F une extension finie. On fixe un corps algébriquement clos 2 et
un morphisme o : F' — Q. On note [F : F; le nombre de prolongement de
o a E, cest le degré séparable de E/F. Remarque : ce nombre ne dépend
pas du corps algébriquement clos choisi ni du morphisme o. En effet, soit
o'+ F — Q est un autre morphisme vers un corps algébriquement clos.
Soient z1,...,z, € F tels que E = F(x1,...,x,). Soient Py, ..., P, les poly-
nomes minimaux des z; sur F. Soit L (resp.L’) le corps de décomposition
des polynomes P € o(F)[X] dans Q (resp.P? € o’ (F)[X] dans ). 1l est
clair que tout prolongement de o a E envoie E dans L (resp.de ¢’ ... dans
L'). Tl existe un prolongement 7 : L ~ L' de 0’ o0~ : 0(F) — ¢'(F). On a
alors une bijection :

{6 :E—=Q: &\Fzg}g{g’:E%Q : (;/|F:0',}

N TON

Proposition 5.2 [E : F|; est fini < [E : F].
Proposition 5.3 Si E = k(a), alors [E : k|s = [E : k] < a séparable sur k.

Proposition 5.4 Si K < L <M, alors [M : K|s = [M : L|;[L : K]s.
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Proposition 5.5 L’extension E/F est séparable < [E : F]; = [E : F].

Corollaire 5.5.1 Si K < L < M, alors M/K séparable < M/L et L/K
séparables. Si E = K(x1,...,x,) et si les x; sont séparables sur K, alors
E/K est séparable.

6 Base normale

6.1 Eléments primitifs

Soit /K une extension.
On dit que x € E est un élément primitif de E/K si E = K(x).

Théoréme 6.1 Six,y € E sont algébriques sur K, siy est séparable sur K,
alors il eziste z € E tel que E = K(2). En particulier, si x1,...,z, € E sont
algébriques séparables, alors K(x1,...,xyn)/K admet un élément primitif.

Ezercice : si E/K est finie, alors F/K admet un élément primitif si et
seulement s’il existe un nombre fini de corps K < L < E.

Contre-ezemple : si K = F,(XP,YP), £ := F,(X,Y), alors les corps
K(X +tY), t € K sont deux a deux distincts.

Théoréme 6.2 (d’Alembert-Gauss) Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration : Le corps des réels nadmet pas d’extension de degré
impair > 1. Si K > C est une extension galoisienne de degré n, alors il
existe a € K tel que K = R(a). Soit G son groupe de Galois, soit P un
2—groupe de Sylow de G. Alors K est une extension d’ordre impair de R
donc K¥ = R et P = G. Mais alors, |G| = 2% pour un certain a > 1. Si
a > 1, il existe un sous-groupe H < Gal(K/C d’ordre 2°~2. Mais alors K
est une extension de degré 2 de C absurdo !

\Y 2

20,71 K/
e
C

2

R

Q.e.d.

Ezemple : soit k un corps. Soient L := k(x1,...,xy), K := k(s1,..., Sn).
Alors @ := z173...27 est un élément primitif de L sur K et x,, est un élément

primitif pour L1 /K.
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6.2 Théoréme de la base normale

Soit E/K une extension galoisienne de groupe G. Une base e, ..., e, de
E sur K est normale si pour tout 4, il existe o € G tel que e; = o(ey).

Ezemple :le polynome P := X4+ X +1 est primitif sur IFy et toute racine
a de P dans g est un élément primitif de F16/IF. La base 1,a, a?, a® n’est
pas normale (car a® = Fr3(a) = a® + 1).

Cependant :

Théoréme 6.3 (de la base normale pour un corps fini) Soient ¢ une
puissance d’un nombre premier, d > 1, ¢’ := q%. Il existe 0 € Fy tel que
0,Fr,0, ...,Frgflﬁ est une base de Py sur IFy.

Démonstration : Soit 7% —1 = P[*...P’ la factorisation de 7¢ — 1 en
irréductibles distincts dans IFy[T']. Comme F,—espaces vectoriels, on a :

Fy = &; ker(P*(Fry)) .

Comme T% — 1 est le polynéme minimal de I’endomorphisme Fry, pour
tout 4, P/ est le polynéme minimal de Fr, sur ker(P; " (Fr,)). Pour touti, soit
z; € ker(P;*(Fry)) < T tel que P/ N (Fry)(x;) # 0. Alors @y, ..., P (Fry) ()
est une base de ker(P/"(Fr,)). On pose alors 6 := 21 + ... + z5. On a :

d—1 d—1
SONEEO) = 0= Vi, > AP (a)
k=0 k=0

= Vi, PI>NI = T =1 M\TF
k k

=Vk A=0.
Q.e.d.

Remarque :si 6, ..., 02" est une base de Foya sur Fo, alors (agf + ... +
ad_192d71)2 =aq_10 + a092 + ...+ ad_2(92d71.

Théoréme 6.4 (de la base normale pour les corps infinis) Soit E/K
une extension galoisienne. Il existe une base normale de E/K.

Démonstration : Soit ey, ..., e, une base de E/K. Soit Gal(E/K) =:
{01, ...;0} avec oy = Id. On pose D(Ty, ..., Tp,) := det((X0_; Tro; ‘oj(er))ij) €
E[Ty,...,T,]. Comme la matrice (o;(ex))ir € GLn(F), il existe ¢1,...,c, € E
tels que > croi(ex) = 1sii =1, 0sii# 1. Mais alors D # 0. Donc comme
K est infini, on peut trouver by, ..., b, € K tels que D(by,...,b,) # 0. Or :

D(bl, ,bn) = det((ai_laj(x))ivj)

siz =) breg. Q.e.d.
Ezemples :
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{1+1,1 — i} est une base normale pour C/RR.

I’ensemble des conjugués de 1+ V2 + /3 + /6 est une base normale de
Q(v/2,v/3)/Q mais non celui des conjugués de v/2 + /3.

Si p est un nombre premier, si z := €2™/P_ alors {z,...,2P71} est une base
normale mais non {1, z, ..., 2P ~2}.

Soient E = k(z1,...,7n), K := k(s1,...,8,), * = x173...2". Alors,

{o(z) : 0 € &,} est une base normale de E/K.

Remarque : le théoréme signifie que le k[G]— module E est libre de rang 1
(on G := Gal(E/K)).
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