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Cours du mercredi 22/1/14

Introduction

0.1 Caractéristique

Soit K un corps.

Définition 1 Soit p > 0 tel que pZ = ker(p : Z — K, n — nlg). Le
nombre p est la caractéristique du corps K.

Proposition 0.1 La caractéristique de K est 0 ou un nombre premier > 0.

Remarque :si p =0, Q est le plus petit sous-corps de K si p > 0, c’est
F, :=7Z/pZ.

0.2 Polynoémes symétriques

Soit K un corps. Sis € S,,si P € K[X}, ..., X,,], onnote P%(X1, ..., X;,) :=
P(X41) - Xs(ny). (C’est une action a droite). On note K[X7, oy X7 les
polyndémes invariants ou polyndémes symétriques.

On note ok (X1, ..., Xn) = Y1<iy <. <ip<n Xiy--Xiy, les polynomes symé-
triques élémentaires :

Proposition 0.2 K[X1,..., X,,|%" = Koy, ..., 0]

Démonstration : Par récurrence sur le degré donné par ’ordre lexico-
graphique X1 > ... > X,,. Q.e.d.

Remarque : c’est vrai si on remplace K par Z!

Ezercice : Si K est de caractéristique # 2, alors K[X1,..., X,]4" =
Klo1,...,on] + 6K[o1,...;0n] 01t 6 := [[1<;j<n(Xi — Xj) (indication : soit
P tel que ¥V o, P? = €(0)P, alors P est divisible par § (en effet, le monéme
dominant de P est de la forme X% avec a1 > .... > «ay, qui est divisible par
X1 X, 1, monome dominant de §)).

Proposition 0.3 (relations coefficients-racines) Soit P(X) := X" +
ar X" '+ . +a, € K[X]. On suppose que P a n racines x1,...,x, dans
une extension de K i.e. :

P=(X—z1)...(X —z,) .

Alors a, = (—=1)*op(z1, ..., 2y).



0.3 Equations de degré 2

fl@)=a>+pr+q=(z—z1)(x — 22)

= 21+ Ty = —p, 1129 = ¢, 71 — T3 = £VA

oit A = (11 — 12)% = p? — 4q.
Donc :
—p =+ \/Z

Iy, T2 = 2

FEzercice : Vérifier que 2 cos(2mw/5) = 1*—2‘/5 et 2sin(27/5) = 572‘/‘?’.

0.4 Degré 3

f@)=a*+pr+q= (v —a1)(z — x2)(x — x3)

= 6% = ((z1 — 22) (w2 — x3)(x1 — 23))° = —4p” — 27¢° .

c’est le discriminant de x® + px + ¢q. Solent a = x1 + jxo + j?x3, b =
x1 + 2w + jas.
Alors :
a+b j2a + jb ja+ j3%b
Ty = 3 >$2:Ta$3:Ta
.3 2Tq | /=276 13 _ _21q /=276 _
et :a” = + ¥, 00 = -1 — Y et ab= —3p.
Réciproquement, si on choisit une racine carrée : (%)2 + (%)3 et une

racine cubique : {’/ —d 4+ (%)2 + (%)3, on peut choisir une racine cubique
\S/—q — V(%)% + (2)? telle que :
2 2 3 :

OO ER (OO

Si on pose :

R ERORORI ER(ORICR
A @ @A 6




2 3 2 3
N q p 28 4 (4 p
"J 2" (2) +<3) ”J 2 (2)+<3)’
ona: (X —x1)(X —22)(X —23) = X3+ pX +¢.
FExemples :

i) l'unique racine réelle de 23 —x — 1 est :

1.1 /23 o1 1[5
2 2V 27 2 2Var’

ii) 2% — 3z +1 a 3 racines réelles mais aucune n’est résoluble par radicauz
réels : c’est le casus trreducibilis. Une des racines est :

2 . 3/
2C08(9)=%+\/j>2.

\ 3 ; 1 it
ot on pose Vrett :=r3e3 sir >0 et —w <t <.

FEzercice : Montrer que 2 cos(27/7) = —% + % <€’/7+2%“/§ + 6/%

(indication : 1+ 2cos(2m/7) + 2 cos(4mw/T) + 2 cos(6m/7) = 0 et (2cos 3t) =
(2cost)® — 3(2cost)).

Ezercice : Si P = X3+ a1 X? +asX +as, alors A = afa3 —4a3 — daiag —
27&% + 18ajaqas.

0.5 Degré 4

Il y a aussi des formules avec des radicaux mais la place me manque ...

0.6 Degré > 5

252 = (z—x1)(x—22)(x—23)(x—24) (z—25) ot 7}, = v/2(cos(2km/5)+
isin(2km/5)) donc 2° — 2 est résoluble par radicaux.

En revanche nous verrons plus tard que 2° — — 1 n’est pas résoluble par
radicaux.

1 Extensions, algébricité

1.1 Polynémes irréductibles
Proposition 1.1 Soit K un corps. soit P € K[X]. Alors P est irréductible
< K[X]/(P) est un corps.

Remarque : K[X]/(P) est un K —espace vectoriel de dimension d =
deg P.



1.2 Extensions, degré

Soient K < L deux corps. On dit que L est une extension de K.
Dans ce cas L est aussi un K—espace vectoriel. On note [L : K] :=
dimg L : c’est le degré de L sur K.

Proposition 1.2 (multiplicativité des degrés) Soient K; < ... < K,
des corps. Alors [K,, : K1) = [Ky, : Kp—1]...[K2 @ Kq].

Ezemple : [Q(V/2,7) : Q] = 6.

1.3 Eléments algébriques

Proposition 1.3 Soit K < E une extension de corps. Soit x € E. Sont
équivalentes :

(i) il existe 0 # P € K[X] tel que P(x) =0;
(i) dimg K|x] est finie;
(iii) Klz] = K(z).

On dit que z est algébrique sur K s’il existe un polynéme P € K[X] non nul
tel que P(x) = 0.

Dans ce cas, K[z] = K(x), K|z] est un K —espace vectoriel de dimension
finie.

De plus, l'idéal {P € K[X] : P(z) = 0} est un idéal premier non nul
engendré par un unique polynéme unitaire P, : le polynéme minimal de x
sur K.

Remarque, P, est irréductible sur K et si P est un polynoéme irréductible
sur K qui annule 2, P = ¢P, pour un ¢ € K*.

On a: [K[x]: K| =degP, : c’est le degré de x sur K.

Proposition 1.4 L’ensemble {x € E : x est algébrique sur K} est un sous-
corps de E.

Proposition 1.5 Si K < E est une extension finie (i.e. [E : K] est fini),
alors E est algébrique sur K i.e. tous les éléments de E sont algébriques sur
K.

Remarque : @ est une extension algébrique infinie de Q.

1.4 Corps de rupture

Soit P € K[X] un polynome irréductible. Dans le corps K[X]|/(P), I'élé-
ment X := X mod P est une racine de P car P(X) = P(X) = 0 mod P.



Théoréme 1.6 Soit L une extension de K et o € L une racine de P telle
que Kla] = L. Alors K[X]/(P) — k[a], Q(X)mod P — Q(«) est un iso-

morphisme de corps.

Une extension L de K comme dans le théoréme est un corps de rupture de
P sur K.

En particulier 1, a, ..., est une K—base de «.

Ezemple : Q(3/2), Q(j¥/2), Q(52/2) sont des corps de rupture de X3 —2
sur Q.

Reéalisation du corps de rupture

Si P(X) = X"+ a1 X" ! + ... +a, € K[X] est irréductible, alors
K[X]/(P) ~ K[A] ou A est la matrice :

Oédeg P-1

0 0 —an
1
0 € Mp(K)
;
0—0 1 —a
a —b a 2b
Par exemple : C ~ ta,beR p et Fog ~
b a b a

a7b€F5}

1.5 Corps de décomposition

Soit P € K[X]. On suppose que E > K est un corps ou P est scindé : P =
(X —x1)...(X — ). On dit que K(z1,...,x,) est le corps de décomposition
de P dans F.

Proposition 1.7 Un cops de décomposition existe toujours.

Démonstration : PAr récurrence sur deg P en utilisant ’existence de corps
de rupture. Q.e.d.

.....

Théoréme 1.8 (prolongement d’isomorphisme) Soit 0 : K — K' un
isomorphisme de corps. Soit P € K[X]| un polynéme irréductible. Alors
P? € K'[X] est irréductible. Si o,/ sont des racines de P et P’ dans des
extensions de K, K', alors o se prolonge en un isomorphisme K (o) ~ K'(/)
qui envoie o sur o .



Théoréme 1.9 (unicité du corps de décomposition) Soit o : K — K’
un isomorphisme de corps. Soit P € K[X]|. Soit E > K un corps ou P est
scindé :P = ¢(X —x1)...(X —xy,). Soit E' > K' un corps ot P? est scindé :
P =d(X —a))... X —al). Soient B := K(x1,...,xy), B := K'(2, ..., 2},).
Alors o se prolonge en un isomorphisme B ~ B’.

Corollaire 1.9.1 Soient L,L' deuzx corps de décomposition de P sur K.
Alors il existe un K—isomorphisme L ~ L'.

Ezemples : IFyn est un corps de décomposition de X " — X sur [y et on
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2 Caractéres et morphismes de corps

Si G est un groupe et K un corps, un carctére de G dans K est un
morphisme de groupes G — K*. L’ensemble des caractéres est une partie
du K —espace vectoriel des fonctions G — K.

Ezemple : G = Z/nZ, K = C, les caractéres de G dans C sont les k — ¢*
ou ¢ = exp(2im/n).

2.1 Indépendance

Théoréme 2.1 (d’indépendance des caractéres d’Artin) Soient o1, ..., 0y,
n caracteres distincts de G dans K. Alors les o; sont K—linéairement indé-
pendants.

Corollaire 2.1.1 Soient E, E' deuz corps. Si o1, ...,0p, sont n morphismes
distincts de corps E — E'. Alors les o; sont E'—linéairement indépendants.

Ezercice : si G abélien, on pose GV le groupe des caractéres de G dans
C. Montrer que G¥ ~ G (non canonique).
FEzercice : si G fini, [Hom(G, K*)| < |G|.

2.2 Corps des invariants

Théoréme 2.2 Soient o1, ...,0, n morphismes distincts E — E'. Alors si
F .= Elovoomd [E:F] > n.

Démonstration : Si ey, ..., e, est une famille génératrice de E comme
F—espace vectoriel, alors les lignes de la matrice (0;(e;)) 1<i<n € My m(E')

1<5<

sont indépendantes. Donc n < m. Q.e.d.



Corollaire 2.2.1 Si G est un sous-groupe fini de Aut(E), alors [E : E¢] >
Gl

Ezemple : E = C, G = {1,0} ou o est la conjugaison complexe, [C : R] = 2.

3 Correspondance de Galois

3.1 Extensions galoisiennes

Soit E un corps. Soit G' < Aut(E) fini. On dit que E/E® est une exten-
sion galoisienne de groupe de Galois G.

Notation : si F = E¢, G =: Gal(E/F).

Ezemples : C/R, Fyn /Ty, Q(C)/Q, Q(v2)/Q, contre-exzemple : Q(v/2)/Q.

Evemple : Q({2,5)/Q.

Théoréme 3.1 Soit E un corps. Soit G < Aut(FE) un groupe fini. Alors
[E: E =|G|.

Démonstration : On utilise la forme F—linéaire Tr : E — F, = +—
o1(z)+...+op(z) ot F = E¢ G = {04, ...,0,,}. Soient g1, ..., g, les éléments
de G. Si ey, ..., en41 sont des éléments de E, alors les colonnes de la matrices
(9i(ej)) 1<i<n € M pt1 sont lices. Done Vi, 375 z;9i(ej) = 0 pour certains

1<G<n+
xj € E. Dou:
Vi, Zg[l(:cj)ej =0
J
et 22,5, g;l(xj)ej = 0= 3; Tr(z;)e; = 0. C’est encore vrai si on remplace
xj par zz;, € E. Donc on peut choisir les x; tels que 21 € E et Tr(zq) # 0
par exemple. Mais alors, les e; sont liés sur EC. Q.e.d.

Corollaire 3.1.1 (Maximalité du groupe de Galois) Soit E/F galoisienne
de groupe G. Alors sio : E — E' est un F—morphisme de corps, o0 € G. En
particulier, G = Autp(F).

Corollaire 3.1.2 (Injectivité) Si E/F est galoisienne de groupe G si Hy, Hy <
G, alors E" = EH2 & Hy = H,.

Exemples :

a) k(x1,...,2,)% = k(s1, ..., 5n),

b) Q(V2,5)/Q est galoisienne de groupe de Galois G := (s,t) ~ &3 oil s est
le Q(j)—automorphisme qui envoie v/2 sur jv/2 et ¢ le Q(¥/2)—automorphisme
qui envoie j sur j2;
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c¢) soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré par les chan-
gements de variables t — t~! et ¢t —+ 1 — t. Montrer que G laisse stable
I’ensemble des 3 fonctions :

ittt o=l -t (=) fa=1 -t (1t

En déduire que G est isomorphe au groupe Ss.

Soit K le sous-corps des fractions rationnelles f € C(¢) invariantes par
les changements de variables

ts1—tettrst™ L.

Montrer que K = C (%)
En déduire que 'extension :
(t2—t+1)3
Cl————| CcC(t
( t2(t —1)2 ®)
est galoisienne de groupe de Galois Ss.
Exercice : on pose Yy := x1 + jxo + j2x3, yo 1= x1 + j2x0 + jr3. Montrer
que C(z1, 22, 13)" = C(y /y2,43/y1,01)-
Proposition 3.2 On pose L := k(s1,...,8n) et L; := L(xjy1,...,xn), 0 <
i<n (L,=1L).
a) [Li—1:L)=ietl, ..,z " est une base de Li_1/L;.
b) {x{*..xfn Vi, a; <i—1} est une base de k(x1,....,2,)/L.
c) tout g € kl[z1,...,x,] est une combinaison k[si, ..., Sp|—linéaire de mo-

nomes x{*..x%m Vi, a; <i—1.

d) On retrouve que klxy, ..., ,)%" = k[s1, ..., sn].

3.2 Surjectivité

Théoréme 3.3 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois G.
St F < B<E, alors il existe H < G tel que Ef" = B.

Démonstration : Soit H := Autg(F). On a : B < E¥. Soit s, ..., s,
un systéme de représentants de G/H. On a BYs1-5} = F donc [B: F] > r
et [E:B]<[E:F|/r=|H|=[E:E"]dou B=FEH. Q.e.d.

Ezercice : donner la liste des sous-corps de Q(+/2, 7).
(réponse : Q(V2,7) > Q(V2), Q(1V2), Q(*V2), Q) > Q).

COURS DU MERCREDI 5 FEVRIER 2014
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3.3 Théoréme fondamental

Théoréme 3.4 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G.

i) On a2 bijections réciproques :
(H<Gy ¢S {F<B<E)}
Hw— BY
Gal(E/B) «+ B .

it) L’extension E/B est galoisienne et [E : B] = |Gal(E/B)|;
i) [B:F]=|G/Gal(E/B)|;

i) extension B/F est galoisienne si et seulement si Gal(FE/B)<G. Dans
ce cas, Gal(B/F) ~ G/Gal(E/B).

Proposition 3.5 Soit E/K une extension galoisienne. On suppose que K <
B < B' < E. On note U := Gal(E/B), U := GalE/B’. Alors B'/B est
galoisienne < U' <U. Et dans ce cas, Gal(B'/B) ~U/U’.

3.4 Caractérisation des extensions galoisiennes

Théoréme 3.6 Soit E/K une extension finie. On a toujours : |[Aut(E/K)| <
[E : K|. L’extension E/K est galoisienne < |Aut(E/K)| = [E : K]. Dans
ce cas, Gal(E/K) = Aut(E/K).

Ezemple : si E = Q(v/2), alors [Aut(E/Q)| =2 < 4 = [E: Q).

3.5 Séparabilité

Soit P € K[X]. Alors : P est premier avec P’ si et seulement s'il n’existe
pas d’extension ou P a une racine multiple (i.e. d’ordre > 1).

Si E/K est une extension. On dit que o € E est algébrique séparable si
P(a) = 0 pour un polynome séparable P € K[X]| < le polynome minimal
de « est séparable.

Une extension est séparable si tous ses éléments le sont.

Proposition 3.7 Si P € K[X] est irréductible, alors P est séparable si
P’ # 0. En particulier, en caractéristique nulle ou sur un corps fini, tout
polynoéme irréductible est séparable.

Contre-exemple : XP — t est irréductible non séparable sur F,(t).

Théoréme 3.8 Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. Soit x €
E. Soient x1,...,x,., 7 < n les images distinctes de x par les o € G. Le
polynome (X — x1)....(X — x,) est le polynéme minimal de x sur F. En
particulier, E/F est séparable.
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Théoréme 3.9 Une extension finie E/K est galoisienne < E est le corps
de décomposition sur K d’un polynome P € K[X] séparable. Dans ce cas,
on dit que Gal(E/K) est le groupe de Galois de P sur K. De plus Galg (P)
s’identifie & un sous-groupe de &, ot r = deg P.

3.6 Normalité

On dit qu'une extension E/F est normale si pour toute extension 2 de
F, et pour tous F'—morphismes 0,7 : E — Q, o(F) = 7(E).

FEzercice : Cela revient a dire que o(E) = E si ci-dessus 2 > E.
Proposition 3.10 Si E/F est un corps de décomposition, E/F est normale.

Ezxemple : Q(3/2,7)/Q, contre-ezemple : Q(/2)/Q.

Théoréme 3.11 Soit E/F une extension finie. Alors l'extension E/F est
galoisienne si et seulement si elle est normale et séparable.
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