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Exercice 1 (Question de cours).
Soient K1 C Ko C K3 trois corps. Montrer que :

[Kg : Kl] = [Kg . KQ][KQ . Kl] .

Exercice 2 (Corps quadratiques).

. Fixons d € N tel que v/d ¢ N. Montrer que [Q(\/&) : Q) =2.

. Soit d € N'\ {0, 1}. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Vd ¢ Q,
(b) VA &N,
(c) il existe un nombre premier p tel que la puissance la plus élevée divisant d soit impaire,

(d) [Q(Wd): Q] =2.

3. Soient d € N tel que vVd € N et a € Q(+/d) \ Q. Déterminer le polynéme minimal de .

4. Soit maintenant L un corps intermédiaire entre Q et C, en d’autres termes, Q < L < C. On

suppose que [L : Q] = 2. Montrer qu'’il existe d € Z tel que L = Q(v/d). Montrer qu’on peut
choisir d sans facteurs carrés.

5. Déterminer & isomorphisme pres Aut(Q(v/d) /Q).

. Soient d et d’ deux éléments de Z \ {0, 1}, sans facteurs carrés et distincts. Montrer que les

corps Q(v/d) et Q(+v/d') ne sont pas isomorphes.

Exercice 3 (Extensions, automorphismes).

I.

A ANl

Montrer que Q(v/2) N Q(v/3) = Q.

En déduire le degré de la Q-extension Q(v/2, v/3).

Soit o = v/2 + v/3. Montrer que Q(v/2, v3) = Q().

Dterminer le polynéome minimal P de « sur Q et toutes les racines de P.
Déterminer les automorphismes de Q().

Soit K un sous-corps de Q(«) ; en remarquant que le polynéme minimal de « sur K divise P
dans K[X], montrer que

K =Q, Qv2), Q(v3), Q(V6) ou Q(a).

I1. On définit w = €'6 .

1.
2.

Déterminer le degré de I'extension Q(w)/Q.

Quel est le polynéme minimal de w sur Q.

ITI. Déterminer les corps de décompositions ainsi que les degrés de ceux-ci sur les corps premiers
A . '3
pour les polyndmes suivants : 2% — 2 sur Q; 2P" — 1 sur Fp, avec n € N.



Exercice 4 (Eléments algébriques, éléments transcendants).
Soit k£ C K une extension de corps.

1.

Soit x € K. Montrer que sont équivalentes :

(i) il existe un polynéme non nul a coefficients dans k£ qui annule x ;

(ii) le k—espace vectoriel k[x] est de dimension finie sur k;

(iii) La k—algebre k[x] est un corps.

On dit alors que x est algébrique sur k.

En déduire que si z,y € K sont algébriques sur k, alors = + y, zy et z/y (si y # 0) sont
algébriques sur K.

(En revanche d’apres le théoréme de Gelfond-Schneider, si x,y € C sont algébriques sur
Q, six # 0,1 et si y est irrationnel, alors x¥ est transcendant sur Q. En d’autres termes,
lexponentiation n’est pas une opération algébrique.)

Si K /k est une extension algébrique, en d’autres termes une extension dont tout élément est
algébrique sur k. Montrer que tout sous-anneau de K contenant k est un sous-corps.

. On définit K = Q(t), K1 = Q(t?), Ky = Q% — t).

Montrer que K est algébrique sur K1, algébrique sur Ky mais non sur K; N Ks. (Indication :
vérifier que K1 N Ky = Q).

Soient K un corps et L = K(u), ou u est transcendant sur K. Soit M un sous-corps de L,
qui contient K strictement. Montrer que u est algébrique sur M.

On considere 'extension Q(u) ot u est racine de X3 — X2 + X 4+ 2 dont on admettra
lirréductibilité dans Q[X]. Exprimer (u? + u + 1)(u? — u) et (u — 1)~ comme une combi-
naison Q-linéaire de 1, u et u2.

Exercice 5 (Eléments primitifs, une premiére rencontre).

Soit K < FE une extension de corps de degré fini et qui jouit de la propriété suivante : pour toute
paire de sous-corps Fq et Fo, soit 1 < FE5 soit Fs < Fq{. Montrer qu’il existe un élément o« € F
tel que £ = K(a).



