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Corrigé de I’examen final du mardi 14 mai 2013

Exercice 1 1.1) Le polynéme y? = x(x — 1)(z — \) est irréductible d’aprés le critére
d’Eisenstein. F = y?z — z(z — 2)(z — X2). Si [z : y : 1] € C est singulier, alors :

y* =a(z —1)(x - ) y=0
2y =0 =4 z=0,1oul\
=D -N+zz—AN)+zx-1)=0 Al=Aoui(A—1)=0

absurde ! Point & l'infini : P = [z :y:0] tel que 2> =0 i.e. P=[0:1:0]. On a
—6x+2A+1)z 0 2[(A+ 1z — )]

Fx(P)=—X#0.Donc P est lisse. Hp = 0 2z 2y
2N+ 1)z — Az] 2y —2X\z

donc Hp(P) = 0 et P est un point d’inflexion. Si [z : y : 1] est un autre point
d’inflexion, alors on a :

yv:=xz(x—1)(z—N) - yv2=z(x—1)(z -\
Hp(z,y,1) =0 8[Bxr — A+ 1)z +9?) — (AN +1)x—N)?] =0

- yP=z(z—1)(z - \)
8[(3z — A+ 1)(Az +a(z — 1)(z = A)) = (A + Dz —A)*] =0

v=z(z—1)(z—-N)
4
3zt — 4N+ 123 + 6 22 — A2 =0

Soit P(z) := 3a% — 4(\ + 1)a® + 6Ax? — A\2. Le polynoéme P est séparable : en
effet, P'(z) = 12z(x — A\)(x — 1) donc P(z) = P'(x) =0 = 2z = 0,1 0u A. Or
P0)=-X2#0, P(1) = —(A—1)2#0, P(A\) = =A2(A—=1)2 # 0. Donc P a 4
racines distinctes : x1,z9, x3,24. Les points d’inflexion de C' autres que le point
a I'infini sont donc :

[z £z (z; — D)2 — N) : 1]
1<i<4.



1.2)

1.3)

1.4)

1.5)

Si on applique l'identité d’Euler aux polynémes Fx, Fy, Fz qui sont homogénes
de degré d — 1, on trouve : XL + YLy + ZL3 = (d — 1)(Fx, Fy, Fz). Donc :

I L, Fxx Fxy Fxz
ZHp = | Ly | = Ly = (d-1)| Fyx Fyy Fyz
ZLs XLy +YLy+ ZLs Fy Fy Ty

Fxx Fxy ZFxz
Donc Z?Hp = (d—1)| Fyx Fyy ZFyz |- On fait Vopération C5 < C3 +
Fy F, ZFy,
FXX FXY (d — 1)FX
XC1+YCy et on trouve : ZHp = (d—1)| Fyx Fyy (d—1)Fy |=(d—
Fx Fy dF
Fxx Fxvy Fx
1?| Fyx Fyy Fy
Fx Fy dF/(d—1)

On développe par rapport a la derniére colonne : h = (d— 1) f.(fy fyz — fyyfo) —
fy(foxfy — fofuy) mod f = —(d — 1)2g mod f. Donc Io(f,h) = Io(f,g).

On peut supposer que f,(0,0) =1 d’ou f =y + ax?® + bzy + cy? + dz® + py® +
gz2y + rzy? + des mondmes de degrés > 4.

Cherchons les termes de degrés <1 de g :

g=(1+bx+2cy+..)*(2a+ 6dr +2qy + ...) + (2ax + by + ...)* f,y

—2(2ax + by + ...)(1 + bx 4+ 2cy + ...)(b+ 2qx + 2ry + ...)
= 2a + 6dz + (29 + 8ac — 2b*)y + ...

ou ... sont des termes homogenes de degrés > 2. Donc Iy(f,h) = Ip(f,g)
In(y + ax? + ...,2a + 6dzx +ty +..) = 0sia # 0, 1sia =0
2sia =4d = 0 (car dans ce cas, Io(f,g9) = Io(f,g — tf) = Io(
..., somme de monomes de degrés > 1)).

TpC a pour équation : Fx(P)X + Fy(P)Y + Fz(P)Z = 0.
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1.6)

1.7)

1.8)

1.9)

1.10)

Quitte a faire un changement de variables linéaires, on peut supposer que P =
[0:0:1]. Alors Hp(0,0,1) = h(0,0). Donc Hp(P) = 0 si P est singulier. Si P
est lisse, quitte a faire un changement de variables de la forme :

X—=aX 4+, Y—=cX+dY, Z— Z

avec ad —be # 0, on peut toujours supposer que P =1[0:0: 1] et que f,(0,0) =0
(il suffit de choisir a,c pour que O0,(f(ax + by,cx + dy))’(o)o) = af;(0,0) +
cfy(0,0) = 0). On a donc Hp(P) =0 < h(0,0) = 0 & a = 0. D’un autre coté,
Ip(C,TpC) = Lio0)(y + az® + bxy + cy* + ..., y) = L0,0)(y + ax® + bxy + cy® +
o= bz + ey + .y, y) = Lo (ar? +da® + ..,y) =2sia#0, > 3sia=0.

Si F|Hp, c’est évident (en fait ce cas n’arrive pas si d > 2) sinon, d’aprés Bézout :
Y pIp(F,Hp) = 9d(d — 2) > 0. Donc il existe au moins un P € P? tel que
F(P) = Hp(P) = 0.

D’aprés la question 1.5), on a : f(z,y) = F(x,y,1) = y + ax? + bxy + cy®+ une
cubique en z,y car deg f < 3. Or,a =0et F(X,Y,2) = Z3f(X/Z,Y)Z,1) =
Z%Y +bXY Z + cY?Z+une cubique en X,Y.

On pose Z' := Z —b/2X — ¢/2Y (remarque : P reste fixe ainsi que la tangente
TpC). On a: F(X,Y,Z') = Z’°Y — une forme cubique en X, Y.

Soit F' une forme cubique irréductible. Soit P un point d’inflexion. On peut
trouver un changement de variables linéaire tel que P =[0:0: 1] et TpC a pour
équation Y = 0. On peut donc trouver un changement de variables linéaire tel
que F = Z?Y — P(X,Y) ou P € C[X,Y]s.
Comme C est algébriquement clos, comme Y [P (sinon Y|F or, F' est irréduc-
tible), il exsite a € C*, 21, 29 € C tels que :

F=2% —aX(X — 21Y)(X — 2Y) .

On fait le changement de variables : X — uX, Y — vY, Z — £Z . F se
transforme en :

EvZ?Y — apPX (X — 2,0/ uY ) (X — 200/ uY)

il suffit de choisir y, v, € tels que : u® = 1/a, v = u/z; pour un i tel que z; # 0
ou v # 0 (quelconque) si 21 = 25 = 0 et €2 = 1/v. On trouve : F = Z2Y — X3,
Z%Y - X3 (X -Y)ou Z?Y - X(X —Y)(X —AY) pour un A € C \ {0,1}.



1.11) Les courbes Z2Y = X3, Z2Y = X%(X —Y) sont singuliéres. Donc une courbe
irréductible plane lisse est projectivement équivalente & C : Y27 = X (X —
Z)(X —AZ) pour un A € C \ {0,1} (en échangeant Y et Z). Une telle courbe a
9 points d’inflexions d’apreés la question 1.1).
De plus, >~ p Ip(F, Hr) = 9. Donc pour chaque point d’inflexion, Ip(F, Hp) = 1.
Soit P un point d’inflexion. Aprés un changement de variables linéaire, on peut
supposer que P = [0 : 0 : 1]. On pose f(z,y) := F(X,Y,1). A une constante
multiplicative prés, on a: f = y+bry+cy?+dz3+... ot d # 0 (d’aprés la question
1.5)). Donc Ip(C, TpC) = 1(070)(y+bzy+cy2+dx?’+..., y) = I(O,O)(d:rSJr..., y) = 3.
Donc P (et de méme tous les autres points d’inflexion) est ordinaire.

Exercice 2 2.1) f(P!) = f(IPl \ {[0;1]}) C fPT\ {[0:1]}) C 7. D’un autre
cote, {[1:t:12:¢3 : te C} C f(P) = T C f(P!) = f(P!). En particulier,
T={1:t:¢2:#3 : teCU{[0:0:0:1]}.

2.2) Tlest clair que f(PH)=T CQiNQ2NQ3.SiP=[l:y:2:w €Q1NQ2NQs3,
alors 2 =y etw=yz=9y>donc P=[1:y: 9?2y’ €T.SiP=[y:z:
w) €Q1NQ2NQ3,alors y? =0et 22=0doncy=2=0et P=[0:0:0:
ef(PHY=T.0:0:1:1€@:1NQ2 \T,[1:0:0:1]€e@1nNQs \ T,
1:1:0:00€Q2nQ@3 \ T.

2.3) Soit [ :=(XZ—-Y2 XW —YZ, YW — Z?). Soit E I’ensemble des polynémes de

la forme

AX, W)+ YB(X,W) + ZC(X,W) + D(X,Y, Z,W)

avec D € (XZ —Y2, XW —-YZ YW — Z?).
Ona XA(X,W),YA(X,W), ZA(X, W), WAX,W) € E; XYB(X,W) = YXB(X, W),
Y2B(X,W)=ZXB(X,W)mod I, ZYB(X,W) = XWB(X,W)mod I, WYB(X,W) =
YWB(X,W)e E; XZC(X,W)=ZXC(X,W),YZC(X,W)=XWC(X,W)mod I,
Z2C(X, W) =YWC(X,W)mod I, WZC(X,W) = ZWC(X,W) € E. Comme
1 € E, on en déduit que tout monome est dans E et donc que E = C[X,y, Z, W].
Si F est homogene, F' — A(X,W) - YB(X,W) — ZC(X,W) € I pour certains
A, B,C € C[X,W]. Comme I est homogeéne, toutes les composantes homogénes
de F— A(X,W)—-YB(X,W) - ZC(X,W) sont dans I on peut donc supposer
que A, B, C sont homogeénes.
2.4) Soit F homogene € I(T). Ona F = A(X, W)+ YB(X,W)+ ZC(X,W) mod I
pour certains polyndmes homogénes A, B, C. On peut donc supposer que F' =
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2.7)

2.8)

AX, W) +YB(X,W) + ZC(X,W). Mais alors F|zp1) = 0 = A(S3,T?) +
S?TB(S3,T3) + ST?C(S3,T3) = 0 dans C[S, T]. Les mondmes qui apparaissent
dans A(S3,T3) sont de la forme S3™T3" ceux qui apparaissent dans S*T B(S3, T3)
sont de la forme S3m+2T3"+1 ot ceux qui apparaissent dans ST2C(S3,T?) sont
de la forme S3™TIT3n+2 Done A(S3,T3) = S?TB(S3,T3) = ST?*C(S3,T3) =0
d’ot A= B =C=0et F € I. L’autre inclusion est évidente.
Sis=0,[s?:s%t:st?:43]=[0:0:0:1].

Soient ey, ....,e4 la base canonique de C* et ay,as,as,ay € C. Soit | = aje} +
azel + azel + aqel une forme linéaire. On allr =0 & Yt e C, aj + agt + ast® +
at? =00 =as=a3=as=0&1=0.

Soient Fy,..F; des polynomes qui engendrent I(T). Comme I(T") est homogéne
les composantes homogenes de degrés d : F; 4 sont dans I(T). D’aprés ce qui
précéde, F; g =0sid=0,1.

Il existe Ay,...,4; € C[X,Y,Z, W] tels que Y, 4;F; = XZ —Y? € I(T). En
prenant les composantes homogénes de degré 2 de part et d’autre, on trouve :

> AigFia=XZ-Y?

Donc XZ —Y? € Vectc{Fi 2, ..., Fj 2} car Vi, Aio € C. De méme pour les formes
quadratiques XW — Y Z et YW — Z2. Or les formes quadratiques :

XZ-Y* XW-YZ YW -2

sont C—linéairement indépendantes. Donc [ > 3.

Il est clair que f(IP') = T C H;N Hy. Réciproquement, on a (zw —yz)? = (23 +
rw? —2yzw)+22(y? —x2) et (yw—22)% = 2(2% +a2w? —2yzw) +w?(y? —r2). On a
donc (XZ—Y2, XW-YZ,YW-22) < \/(Z5 + XW2 —2Y ZW,Y? — X Z) =
T2 H,NH,.




