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EXAMEN PARTIEL
durée : 2h30

Soit & un corps algébriquement clos. Soit G = SLg(k). Soient :

: 1
B:= Ty rzek*yeky, U= ¥ tyeky .
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‘i/,; 1) Montrer que (B,B) = B,, = U.
- 2) Six: Gy —+ Gy est un caractére, montrer qu'il existe m € 7 tel que :

i Vie G, x(t) =",

3) 5ix:B — Gy, est un caractére, montrer qu'ill existe m € Z tel que :
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On note x,, le caractére ci-dessus et on pose :
Vi :=={f € k[G] : Vg€ G,Ybe B, f(gh) = xm()(9)} .
4) Sige€ G, si f € k[G], on définit v(g)f € k[G] par :
Vz €6, 1(g)f(z) = flg"z) .
Veérifier que ¥{(g)(Vin) C Vin pour tout m. On a donc une représentation
rationnelle :
¥ G = GL(Vy)
pour tout m > 0.
5) Soit ¥ le morphisme :
%D:G_}Azwg'_}g(el)

1
] ol e = . On note Ty, 7} les fonctions coordonnées sur A2, Soit
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4 I. m 2 0. Montrer que si F € k[Th, T1) est un polynome homogeéne de degre
/ m 2 0, alors ¥*F € V,,. Pour tout 0 < i < m, on pose :
1

fi =" (TETY) e k[G] .

Ty
) pour tout ( ) €.
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Déterminer f; (
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6) Montrer que si 0 < ¢

.’L‘~1

Vyek, v ( L ) fi=) (-1} (i-)?li_jfj -
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Soit ng la matrice :

Montrer que UnpB est un ouvert de G (indication : montrer que UngB =
G\ B).
En déduire que si f € Vjp, il existe un polyndme en une variable h € k[T
tel que :

vl ® ¥Yleavm | * Y
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Montrer que si m < 0, Vi, = 0. Montrer que Vy = k. Montrer que si m 2 0,
alors deg b < m. et que fo, ..., fm est une base de V5.

Soit . > 0; montrer que si f € VU, i.e. : Vg € U, v(g)f = f, alors f € k fo.
Si m = 0 on note L, le sous-espace de Vi, engendré par les :

¥g)(fo), g €G .

Montrer que Ly, est irréductible (i.e. Ly, # 0 et si L < Ly, est un sous-
espace G—stable (pour la représentation ), alors L = 0 ou L,,}. Montrer
aussi que L, est le seul sous-espace G—stable et irréductible de V..

Soit m > 0. Montrer que si k est de caractéristique 0 ou p > m, V,,, est irré-
ductible (indication : par exemple, vérifier d'abord gue chaque sous-espace
G—stable de Vi, o une base formée de cerlains f; ).

Déterminer 'unique sous-espace G—stable irréductible de V), si k est de
caractéristique p > 0.

Soit 7 : @ — GL(V) une représentation rationnelle de dimension finie. Soit
V' le dual de V. On pose pour tout g€ G et tout A€ V' et tout v eV :

(7' (@) M)(v) == Ar{g™ v) -

Montrer que 7’ : G ~+ GL(V') est encore une représentation rationnelle de

G.
Montrer qu'il existe 0 Fv € V et m € Z tel que :

On définit alors application k—linéaire : ¢ : V' — E[G] telle que
YAe V', Vged, ¢(M(g) = Mrigh) -

Montrer que Im ¢ C V,,,.

Montrer que si r est une représentation irréductible, alors ¢ est injective et
m > 0.

Montrer que si r est une représentation irréductible, alors r’ aussi. En dé-
duire qu'il existe un unique m > 0 tel que V soit isomorphe & Ly, (par un
isomorphisme G—équivariant).



