
Université Lyon 1
Math-III-Algèbre — semestre de printemps 2009

Examen partiel
jeudi 9 avril 2009

durée : 2h
documents autorisés, calculatrices interdites

Exercice 1
La matrice 

1 2 3 4 5

0 6 7 8 9

0 0 10 11 12

0 0 0 13 14

0 0 0 0 15


est-elle diagonalisable ?

Exercice 2

Soit A :=


1 0 0

1 1 0

0 0 1

.

a) Calculer le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de A.
b) La matrice A est-elle diagonalisable ?
c) Est-elle inversible ? Si oui, calculer A−1, sinon passer à un autre exer-

cice.
Exercice 3

Soit t ∈ R. On pose R(t) :=

 cos t − sin t

sin t cos t

.

a) Déterminer le polynôme caractéristique de R(t).
b) Calculer l’inverse de R(t).
c) Montrer que R(t) est diagonalisable sur C et déterminer une matrice

P inversible indépendante de t et une matrice diagonale D telle que :

R(t) = PDP−1
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d) Pour quels t ∈ R, la matrice R(t) est-elle trigonalisable sur R.

Exercice 4
On pose

B :=


11 −5 5

−5 3 −3

5 −3 3


a) Trouver les valeurs propres de B.
b) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D telle que :

B = PDP−1 .

c) On suppose qu’il existe une matrice complexe A telle que A2 = B.
Montrer que A et B commutent.
d) On suppose toujours que A2 = B. Montrer que A laisse stable les

espaces propres de B.
e) Montrer que toute base de vecteurs propres de B est aussi une base de

vecteurs propres de A.
f) Trouver toutes les matrices diagonales d telles que :

d2 =


0 0 0

0 4 0

0 0 16

 .

g) Combien y a-t-il de matrices A telles que A2 = B ?
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Université Lyon 1
Math-III-Algèbre — semestre de printemps 2009

Contrôle continu final
jeudi 18 juin 2009

durée : 2h
documents autorisés, calculatrices interdites

Exercice 1
a) Rappeler la définition d’une matrice nilpotente.
b) Donner un exemple de matrice non nulle N , de taille 3 × 3, vérifiant

N2 = 0 et un exemple vérifiant N2 6= 0 et N3 = 0.
Soient n > 0 et N ∈Mn(C) une matrice nilpotente.
c) Quel est le polynôme caractéristique de N ?
d) Montrer que Nn = 0 et que la trace de N : TrN est nulle.
e) Exprimer exp N comme un polynôme de degré n− 1 en N .
f) Quelles sont les valeurs propres de exp N ? Montrer que dét(exp N) =

eTrN .
Soit D une matrice diagonalisable.
g) Montrer que dét(exp D) = eTrD.
h) Montrer que dét(exp A) = eTrA pour toute matrice A ∈Mn(C).

Exercice 2
a) Diagonaliser (sur C) la matrice

A =

 0 −1

1 0

 .

b) En déduire que pour tout t ∈ R :

exp tA =

 cos t − sin t

sin t cos t

 .

Exercice 3
Donner la décomposition de Jordan-Dunford des matrices suivantes :
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 1 2

0 1

 et

 1 1

0 2

 .

Exercice 4
Soit

A :=


−6 0 21

−2 1 6

−2 0 7

 .

a) Calculer le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de A.
b) Déterminer les projecteurs spectraux de A.
c) Exprimer les coefficients de la matrice exp tA en fonction de t ∈ R.
d) Trouver les fonctions x, y, z réelles telles que :

∀ t ∈ R,


x′(t) = −6x(t) + 21z(t)

y′(t) = −2x(t) + y(t) + 6z(t)

z′(t) = −2x(t) + 7z(t)

x(0) = y(0) = 0 et lim
t→−∞

z(t) = 6 .
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Université Lyon 1
Math-III-Algèbre — semestre de printemps 2009
corrigé du contrôle continu final du jeudi 18 juin 2009

Exercice 1
a) Une matrice N est nilpotente si Na = 0 pour un certain a > 0.
b) Par exemple : 

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 et


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 .

Soient n > 0 et N ∈Mn(C) une matrice nilpotente.
c) χN(X) = Xn car 0 est la seule valeur propre possible pour N .
d) D’après le théorème de Cayley-Hamilton, Nn = 0. De plus −TrN est

le coefficient devant Xn−1 dans χN(X). Donc TrN = 0.
e) expN = 1 +N + N2

2
+ ...+ Nn−1

(n−1)!
.

f) Les valeurs propres de exp(N) sont les 1 + λ+ λ2

2
+ ...+ λn−1

(n−1)!
où λ est

une valeur propre de N . Donc 1 est la seule valeur propre de expN . D’où :
dét(expN) = 1 = e0 = eTrN .

g) Soient λ1, ..., λn les valeurs propres de D. La matrice D est semblable
à la matrice diagonale 

λ1

...

λn


et expD à la matrice diagonale

eλ1

...

eλn


donc :

dét(expD) = eλ1 ...eλn = eλ1+...+λn = eTrD .
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h) On utilise la décomposition de Jordan-Dunford de A : il existe une
matrice diagonalisable D et une matrice nilpotente N qui commutent et
telles que A = D + N . On a alors expA = expD expN car DN = ND et
d’après les questions précédentes :

dét expA = dét expDdét expN

= eTrDeTrN

= eTrD+TrN

= eTrA .

Exercice 2

a) Si P :=

 1 1

i −i

, alors A = P

 −i 0

0 i

P−1.

b) On a :

exp tA = exp tP

 −i 0

0 i

P−1

= P exp

 −it 0

0 it

P−1

= P

 e−it 0

0 eit

P−1

=

 cos t − sin t

sin t cos t

 .

Exercice 3  1 2

0 1

 = I2 +

 0 2

0 0


et :
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 1 1

0 2


est déjà diagonalisable (2 valeurs propres distinctes).

Exercice 4
a) χA(X) = X(X − 1)2 et PA(X) = X(X − 1).
b) Notons π0 et π1 les projecteurs spectraux associés respectivement aux

valeurs propres 0 et 1. On a π0 + π1 = 1 et 0.π0 + 1.π1 = A car A est
diagonalisable donc :π0 = 1− A et π1 = A.

c) On a :

exp tA = π0 + etπ1 = (1− A) + etA

=


7− 6et 0 21(et − 1)

2(1− et) et 6(et − 1)

2(1− et) 0 7et − 6


pour tout t ∈ R.

d) Si on pose X(t) :=


x(t)

y(t)

z(t)

 pour tout t réel, alors :

X(t) = exp tA.X(0)

= exp tA.


0

0

z(0)



= z(0)


21(et − 1)

6(et − 1)

7et − 6

 .
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En particulier, limt→−∞ z(t) = −6z(0) = 1⇔ z(0) = −1. En conclusion :

X(t) =


21(1− et)

6(1− et)

6− 7et

 .
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Université Lyon 1
Math-III-algèbre — semestre de printemps 2010

Contrôle continu écrit no 1
jeudi 22 avril 2010

durée : 2h
documents et calculatrices interdits

Exercice 1 Soit la matrice M :=


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 .

a) Montrer que le polynôme caractéristique de M est :

χM (X) = (X2 + 1)2 .

b) Quelles sont les valeurs propres complexes de M ?
c) La matrice M est-elle diagonalisable sur C ? si oui, donner une base de

vecteurs propres.
d) La matrice M est-elle diagonalisable sur R ?

Exercice 2 Soit A la matrice réelle :=


2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

 .

a) Quel est le rang de A ?
b) Quelle est la dimension de kerA ?

c) Montrer que le vecteur


1

1

1

1

 est un vecteur propre de A. Quelle est la

valeur propre associée ?
d) Montrer que A est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres

de A.
e) Quel est le polynôme caractéristique de A ? Quel est son polynôme mini-

mal ?

Exercice 3 Pour quelle(s) valeur(s) de α la matrice

 1 α

0 1

 est-elle diago-

nalisable ?

Exercice 4 Soit A :=


0 1 0

1 0 1

0 1 0

.
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a) Calculer χA(X). La matrice A est-elle inversible ?
b) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que :

A = PDP−1 .

Exercice 5 Les matrices suivantes sont elles semblables
1 2 0

0 1 0

0 0 2

 ,


1 0 0

2 2 0

0 0 1

 ?

Exercice 6 a) Calculer le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de
chacune des matrices suivantes :

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,


1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

 ,


1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

 ,


1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

b) Les deux dernières matrices de la liste ci-dessus sont-elles semblables ?
Indication : Noter A une des deux matrices, et calculer rang(A− I4).

Exercice 7 Soit u : Kn → Kn une application linéaire. On suppose que un = 0
et que un−1 6= 0.

a) Soit v ∈ Kn tel que un−1(v) 6= 0. Montrer que la famille :

B := {v, u(v), ..., un−1(v)}

est une base de Kn.
b) Quelle est la matrice de u dans la base B ?
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Université Lyon 1
Math-III-algèbre — semestre de printemps 2010

Contrôle continu écrit no 2
vendredi 18 juin 2010

durée : 2h
documents et calculatrices interdits

Première partie : travaux pratiques notée sur 20, coefficient 0,1

Exercice 1 Question 1.1 Par quelle ligne de commande définiriez-vous la
matrice :

M =



3 1 −2 1 1

0 4 −2 2 3

1 2 −2 4 6

2 3 −9 13 16

−1 −1 4 −5 −5


dans le logiciel sage ?

*

Pour le logiciel sage, on rappelle que la commande « charpoly() »donne le po-
lynôme caractéristique d’une matrice et que la commande « factor() » factorise
un polynôme.

Question 1.2 Que taperiez-vous pour obtenir le polynôme caractéristique fac-
torisé de la matrice M .

*

Il se trouve que le polynôme caractéristique de M est :

χM (X) = (X − 2)2(X − 3)3 .

On tape les lignes suivantes :

x = polygen(QQ);

xgcd((x-3)^3,(x-2)^2);

On obtient la réponse suivante à l’écran :

(1/9, -1/3*x + 5/9, 1/3*x^2 - 20/9*x + 34/9)

Cela signifie que l’on a une relation de Bézout :

1
9

= (−1
3
X +

5
9
)(X − 3)3 + (

1
3
X2 − 20

9
X +

34
9

)(X − 2)2 .

Question 1.3 Exprimer les projecteurs spectraux de M comme des polynômes
en M .
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Exercice 2 On suppose que J est une matrice 5× 5 à coefficients rationnels et
que I est la matrice I5.

Lorsque l’on tape :

((J-5*I)).right_kernel(); ,

le logiciel sage « répond » (traduction) :

Espace vectoriel de dimension 3 sur Q
matrice de base :
[ 1 0 0 0 -1/3]
[ 0 1 1 0 2/3]
[ 0 0 0 1 -2/3]

ce qui signifie que les vecteurs

1

0

0

0

−1/3


,



0

1

1

0

2/3


,



0

0

0

1

−2/3


forment une base du noyau ker(J − 5I5).

Après avoir tapé les lignes suivantes :

(J-4*I).right_kernel();
((J-4*I)**2).right_kernel();

on obtient les réponses suivantes :

Espace vectoriel de dimension 1 sur Q
matrice de base :
[ 1 1/2 1 1/2 0]

puis :

Espace vectoriel de dimension 2 sur Q
matrice de base :
[ 1 1/2 0 -1 1/2]
[ 0 0 1 3/2 -1/2]

Quelles sont les dimensions de ker(J − 4I5) et de ker(J − 4I5)2 ? En déduire
une matrice de Jordan semblable à la matrice J .

Deuxième partie : cours et travaux dirigés
Notée sur 20, coefficient 0,4

Exercice 1 a) Qu’est-ce qu’une matrice orthogonale ?
b) Les matrices suivantes sont-elles orthogonales :

1
2

 1 1

1 −1

 ?
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1
3


2 −1 −2

2 2 1

1 −2 2

 ?

c) Combien y a-t-il de matrices réelles orthogonales et diagonales de taille
n× n ?

Exercice 2 Soit M la matrice :

M :=


−3 4 4

−2 1 4

−1 2 1

 .

a) Montrer que le polynôme caractéristique de M est :

χM (X) = (X − 1)(X + 1)2 .

Déterminer le polynôme minimal de M . La matrice M est-elle-diagonalisable ?
b) Énoncer le théorème de Cayley-Hamilton pour M . En déduire une ex-

preession de M−1 comme un polynôme en M .
c) Donner une matrice de Jordan semblable à M .
d) Exprimer les projecteurs spectraux de M sous la forme de polynômes en

M .
e) Trouver une matrice diagionalisable D et une matrice nilpotente N telles

que :
DN = ND et M = D +N .

f) Quel est le plus petit entier k > 0 tel que Nk = 0. Calculer exp(tD) et
exp(tN) pour t ∈ R. En déduire exp(tM), t ∈ R.

g) Résoudre le système :
x′1(t) = −3x1(t) + 4x2(t) + 4x3(t)

x′2(t) = −2x1(t) + x2(t) + 4x3(t)

x′3(t) = −x1(t) + 2x2(t) + x3(t)

x1(0) = 0, x2(0) = 1, x3(0) = 0 .

Exercice 3 Déterminer les invariants de similitude des matrices :
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 et


1 1 0

0 1 1

0 0 1

 .
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