Université Lyon 1
Math-III-algébre — semestre d’automne 2010
Controle continu écrit n° 1
lundi 8 novembre 2010
durée : 2h
documents et calculatrices interdits

1 1 0
Exercice 1 Soit A := 0 1 1
0 0 1

a) La matrice A est-elle diagonalisable ¢ Calculer son polynéme minimal.
b) Calculer A1,

¢) Pour tout n € Z, on pose (g) = % Montrer que pour tout n € 7,

Lo (3)
A=10 1 =n
0 0 1
Exercice 2 Soient :
0 -1 0 0 0 -1
A= 2 3 0 , B:= 2 1 2
2 1 2 0 0 1

a) Calculer AB et BA. En déduire que les espaces propres de A sont stables
par B.

b) Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ?

¢) Trouver les vecteurs qui sont des vecteurs propres a la fois pour A et pour
B.

d) Trouver une matrice inversible P et deux matrices diagonales D, D' telles
que :

A=PDP 'et B=PD'P'.
Calculer P71,

Exercice 3 Soit E [’espace vectoriel des matrices symétriques réelles 2 X 2 :

Ty
y 2
a) Donner une base de E.
20
b) Soit A := . Montrer que pour tout X € E, 'AXA € E. Donner

11
la matrice de l’application linéaire :

E—E,X—'AXA

dans la base trouvée en a).
¢) La matrice trouvée en b) est-elle inversible ¢ Si oui, donner son inverse.



Exercice 4 Soit u: R?® — R3 l’endomorphisme défini par :
Va,y,z €R, u(z,y, 2) = (22 + 5y — 32, 2¢ + y + 4z, -3z — 5y) .

a) Déterminer la matrice de u dans la base canonique de R3.

b) Calculer le polynome caractéristique de u et son polynéme minimal.

¢) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

d) Trouver un vecteur w € R tel que (u — Idgs)?(w) # 0. Montrer que
w, (u—Idgs)(w), (u — Idgs)?(w) est une base de R3. Quelle est la matrice de u
dans cette base ?
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Université Lyon 1
Math-III-algébre — semestre d’automne 2010-2011
Controle final
jeudi 20 janvier 2011
13h45 - 15h45
documents et calculatrices interdits

Question de cours : Enoncer le théoréme de décomposition de Dunford-
Jordan?

Exercice 1 Soit

0 10
A=| -1 0 1
0 -1 0

a) Calculer le polynome caractéristique de A : x 4(X).
b) Trouver a,b € R tels que :

1 7£+ b n b
xa(X) X X —iv2 X+iv2

¢) Exprimer les projecteurs spectraux de A en fonction de A.
d) Pour tout n > 0, déterminer des réels ay,, By, tels que :

A" =, A* + B, A .
e) Calculer les coefficients de la matrice A*™ pour n > 0.

Exercice 2 Soit :

0 0 01

1 0 0 O
A=

01 00

0 010

a) Calculer A%, A3, A%

b) Calculer le polynome caractéristique de A : xa(X).

¢) Exprimer les projecteurs spectraux de A comme des polynomes en A.
d) Montrer que pour tout t réel, on a :

1
exp(tA) = §(cosht + cost)ly
1 . :
+§ (sinht 4 sint)A
1 2
—&—5 (cosht — cost)A

1
+§ (sinht — sint)A3



t —t
e —e

ot : cosht = et+72€7t et sinht =
f) Trouver la fonction x : R — R, 4 fois dérivable, qui vérifie :

W =z, z(0) = 2(0) = 2"(0) = 0,2 (0) =1 .

a
Exercice 3 Soit A := une matrice réelle. On pose A := (a — d)? +
c d

4bc.
On suppose dans cet exercice que A = 0.
a) Montrer que A n’a qu’une seule valeur propre.
b) En déduire la formule suivante :

. 1+egd b
exp(4) =e En 2

Exercice 4 a) Déterminer les polynomes caractéristiques et minimauz des ma-
trices sutvantes :

110 00 00 110 0 0 00
01 10000 01 10000
001 00 0O 001 00 00O
A= 000 T1T1TD0 0 et B := 0 001 1 00O
00001 T10O0 0000100
0 00 0O0T1ODO 000 0O0OT11
0 000 O0O0T71 00 00O0TO 01

b) Les matrices A et B sont-elles semblables ?

Exercice 5 (Cet exercice porte sur les t.p. sage, il est facultatif pour ceux qui
ont une dispense d’assiduité)

*

a) Comment définir la matrice suivante avec le logiciel sage :

1 2 0 0
01 0 0

M = ?
00 -1 o0
o0 2 -1

b) Quelle commande taper pour calculer M2t ?
¢) Quel résultat obtient-on si tout marche bien ?
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M=matrix(QQ, 4, 4, [[1,2,0,0],[0,1,0,0],[0,0,-1,01,[0,0,2,-111);

M~ (2011);
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