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Question de cours : Soit A une matrice n x n. Donner (sans démonstration)
une condition nécessaire et suffisante sur le polynéme minimal de A pour que
A soit diagonalisable.

Exercice 1 Soit
4 -2

3 -1

A:

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A .
b) Calculer les puissances A™, n > 1.

¢) Montrer que la suite

1
— A"
27l

admet une limite quand n tend vers 400 et la déterminer.

Exercice 2 Soit E l’espace vectoriel des polynomes sur R de degré inférieur
ou égal a n.
Soit f : E — E application linéaire définie par :

f(P(z)) =xP'(z) — P(z+1) .

a) Choisir une base de E et donner la matrice de f dans cette base.
b) Déterminer les valeurs propres de f et montrer que f est diagonalisable.

¢) L’endomorphisme [ est-il inversible ¢

Exercice 3 Soit A la matrice :

3 2 —6
1 0 -2
2 1 -4

a) Déterminer le polynéme caractéristique de A.
b) Quel est le polynome minimal de A ?
¢) Ezxprimer les projecteurs spectraux de A comme des polynomes en A.

d) Ezprimer en fonction de A une matrice diagonalisable D et une matrice
nilpotente N telles que A= D + N et DN = ND.

e) FExprimer exp(tA) en fonction de t et des projecteurs spectrauz de A.

f) Résoudre le systéme différentiel (en la variable t) :

21 (t) = 3xz1(t) + 2x2(t) — 625(¢)
wo(t) = ai(t) — 2x5(t)
xé(t) = le(t) + 29 (t) — 4.1‘3 (t)

331(0) = 1, 33‘2(0) = $3(0) =0.



