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Documents et calculatrices interdits

Question de cours : Définir le noyau d’une forme quadratique.
. ¥

@

b
@ Exercice 1 Soit H := B ca,beC
! b a

On pose :

I:= s d = , K=

e =
0 —1 -1 0 i 0

1 0 i 0 ¢ 1 0 7
01/
FOT poun’ mziana boie
/’ (Q,j' F*’“{'— gﬂ”‘"ui a) Montrer que(e, 1, J, I(j est une base de H vu comme R—espace vectoriel.
L b} Montrer que H est un sous-espace des matrices 2 x 2 complexes stable
4,_ par le produit.
0,5 1 c) On pose ¢(4) := —3Tr(4%) si 4 € H. Montrer que ¢(4) € R s
A € H. Montrer que g est une forme quadratique réelle en donnant la forme
bilinéaire symétrique associée.
0,5 +0,5+0,5 —d) Si 21, T2, @3, 24 sont des réels, calculer g(zie + o] + w3 + 24 K). En
déduire la signature de g et sa matrice dans la base e, ] , 5 K.
e) On pose Hp := RI & RJ ® RK. On pose {4, A} = —1Tr(AA’) s
g A, A" € Hy. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur Hy et que, pour ce

produit scalaire, I,.J, K est une base orthonormale.
a b —_ g cC
f)Si 4= , on pose A* = ¥4 ==

O)S c d b

e

On pose S :={s € H : s*s = e}. Montrer que GE ° €S |a®+
—-b @
[6]2 = 1.
g) Montrer que si A € H, alors : A € Hp & h* = —h. En déduire que :
/{15— shs* € Hy pour tout s € S et tout h € Hy.
h) Sis € S, on pose ®(s) : Hp — Hy, h — sks*. Montrer que (P(s)(h), B(s)(K)) =
1+7_  (hh'ysiseSeth i €Hy Quen déduire pour la matrice de ®(s) dans la
base I, J, K7



€ 0
Z i} Soit @ un réel. Soit ¢ := Mk Déterminer la matrice de ®(t)
0 e

dans la base I, J, K.

@ Exercice 2 Soit € la conique d’équation :
2 tay+y +3z+4dy+4=0.

a) Trouver une base orthonormale formée de vecteurs propres de la ma-

1
/} 5 trice 1 2 | ('LF*}- pour Do vecteuns
! 3 1 +0,5  ar momaliss)

, b) Montrer que % est une ellipse et déterminer son centre et ses axes
Z/ 5_ principaux.
¢) Représenter par un dessin %, ses axes principaux et les axes de coor-

,2/ données (z = 0) et (y = 0).

__Exercice 3 a) Soient a,b, ¢ trois réels. Calculer le déterminant de la ma-

trice :
0 a 0 0
/l -a 0 b O
0 -b 0 =«
0 0 —c 0

Soit & un R—espace vectoriel de base e, e, €3, e4.
Soit ¢ : E x E — R la forme bilinéaire alternée telle que :
wler, e2) = 2, wle, ea) = —1, ple, eq) = 3,
pes, e3) = 4, plez, e4) = —2,
wes,ea) =1.

' 2 b) Soit A la matrice de ¢ dans la base ey, ez, €3, €4- Déterminer A.
[ ¢) Soit F := Re; ® Rey. Trouver une base eh, el de

Fl={yecE :VweF, ovw =0}

BN

d) Donner la matrice de ¢ dans la base e1,e2, ek, €y et en déduire une
matrice inversible P telle que :

?/ 0 1 0 0
. 10 0 0
PAP =
0 0 0 1
0 0 —1 0



