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Dans ce cours K est un corps qui peut étre, par exemple, Q, R, C, C(X), ...
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2 Espaces vectoriels et morphismes : rappels

2.1 Espaces vectoriels
Définition 1 Un [K—espace vectoriel est un groupe abélien (E,+) avec une
application K x E — FE tels que pour tous x,y € E, pour tous \,u € K :
(1) Mz +y) =+ Ny,
(1)) (A + p)r = A\ + ux,
(1)) Mpz) = (Ap)z,
(iv) lx=uz.
... St E est un espace vectoriel, on dit que F C FE est un sous-espace

vectoriel si pour tous x,y € F', tout \e K, x+ye FetAx € F ET0e F.
Notation : F < E.

Notation : si / est un ensemble, on note K’ l’espace des applications
I — K et KU le sous-espace de K formé des applications f : I — K telles
que f~HK \ {0}) est fini.

Exercice 1 (i) si Fy, Ey < E, alors montrer que EF1UE, < E < E; < E,
ou E2 < El'

<
(1) si K est infini, si Ey, ..., E, # E montrer que E; U ..U E, % E.

(111)  Trouver un contre-exemple avec une infinité de sous-espaces et un corps
infini et avec un nombre fini de sous-espaces et un corps fini!

solutions : ii) par récurrence sur n, soient z; € £y \ Uj_,E;, y € E'\ E).

Alors si E = U;E;, "X\ € K, 71 < iy < n, y+ Az € E;,. L’application
K — {1,...,n} n’est pas injective donc il existe A # pu tel que iy =i, = 1,
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dot:y+Ar,y+ur € By = o= y+ e —(y+pur) €E=i=1=

y € By absurde! iii) R[X] = U,R[X]<, et Z/2Z[X] = {0,1,X,1+ X} =
{0,13 U{0, X} U{0, 1+ X}.

>

2.1.1 Somme d’espaces

Si E; est une famille de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel F,
on note Y., F; le sous-espace des x € E qui s’écrivent x = >, x; pour une
certaine famille (7;);cr telle que {i € I : x; # 0} est fini et ¥4, z; € I. On dit
que cette somme est directe si Zﬁi‘ z; =0 = Vi, ; = 0. Notation : @®,;E;.
(La notation Zﬁi' x; = 0 signifie (ﬁie dans la famille (x;);c; tous les termes
sauf au plus un nombre fini sont nuls.

Notation : si z € E, on note Kz le sous-espace {\x € E : A\ € K}. Si ¢;
est une famille de vecteurs de E, on note Vect{e; : i} le sous-espace Y, Ke;.

Exercice 2 (i) Ey+E,=E1@®E,< ENE,=0;
(ii)) Ey+Ey+FE3s=FE ®FE,®FE3< EyN(Ey+ E3) = EyN (B + E3) = 0.

Exercice 3 Soit S,,(R) le sous-espace des matrices n X n symétriques et soit
An(R) le sous-espace des matrices n X n antisymétriques . Alors montrer

que : Mn(R) = S,(R) & A, (R).

2.2 Applications linéaires
2.2.1 Espaces quotients

Définition 2 Soient F' < E. On note E/F [’espace vectoriel quotient. dim E/F =:
codimgF'.

ATTENTION : E/F C Z(E). En effet, les éléments de E/F sont les
sous-ensembles de E de la forme z + F := {z +y : y € F} (noté aussi
zmod F). Lois: (z+ F)+ (y+F) =(x+Y)+F, \(x+F):=Xx+ F.
Bien entendu z + F' =0 (dans E/F) &z € F.

Définition 3 (surjection canonique) C’est l'application linéaire m : E —
E/F, v — a4+ F.

Additivité et homogénéité !
application linéaire = morphisme ; application linéaire bijective = isomor-
phisme.

Exercice 4 Vérifier que l'application réciproqie d’une application linéaire
bijective est aussi linéaire.



Bien entendu deux espaces isomorphes ont la méme dimension.
Exercice 5 Si F& G =F, alors G~ E/F, g— g+ F.

Exercice 6 dim .Z(E,F) = dim Edim F' (c¢f. ci-dessous la définition de la
dimension).

Définition 4 Soit f : E — E' une application linéaire. On note ker f :=
f750), Im f := f(E), Cokerf := E/Im f.

Exercice 7 Une application linéaire f : E — E' est injective si et seulement
si ker f = 0, surjective si et seulement si Cokerf = 0.

Proposition 2.1 (factorisation) Soit f : E — E' une application linéaire,
soit F' < E. L’application f : E — E' se factorise en f : EJF — E' telle
que :

E%,E/
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st et seulement si F' < ker f.

Proposition 2.2 (théoréme du rang) L’application E/ker f — f(E), z+
ker f — f(x) est un isomorphisme.

Exercice 8 Si f : E — F’, st dim E' = dim FE finie, alors f injective < f
surjective < f surjective. Donner des contre exemples en dimension infinie.

2.3 Bases, dimension

Famille libre, liée, génératrice, base.

Définition 5 Une base est une famille libre et génératrice.

Ezemple : la base canonique de K" : | 1




Exercice 9 La famille {X*, (X_lz)n : ke N,n e N, z € C} est une base

du C—espace vectoriel C(X) Indication : décomposer en éléments simples.

Lemme 2.3 Soit X une famille génératrice minimale (respectivement libre
mazximale), alors X est une base.

Théoréme 2.4 (de la base adaptée) Soient X C Y C E ou E est un
espace vectoriel, X une famille libre, Y wune famille génératrice. Alors, il
existe une base Y' de E telle que X CY' CY.

On dit qu'un espace vectoriel F est de dimension finie si E peut étre
engendré par un nombre fini de vecteurs.
Ezemple : R[X] n’est pas un R—espace vectiorel de dimension finie.

Théoréme 2.5 Soit E un espace vectoriel avec une famille génératrice de n
vecteurs. Alors toute famille de n 4+ 1 vecteurs est liée.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise le :

Lemme 2.6 (d’échange de Steinitz) Soit E un K—espace vectoriel. Soit
Y C E une partie génératrice de cardinal s. Soient x1,...,x, € E des élé-
ments linéairement indépendants. Alors pour tout 0 < i < min{r, s}, il existe
Yirl, - Ys € Y tels que la famille {xq, ..., 25, Yis1, ..., Ys} est génératrice. En
particulier r < s.

Conséquences :

Théoréme 2.7 Un sous-espace d’un espace de dimension finie est encore de
dimension finie.

Théoréme 2.8 (Unicité du cardinal des bases) Un espace vectoriel a tou-
jours une base et deuxr bases d’un espace vectoriel & ont le méme cardinal
i.e. sont en bijection.

Définition 6 Soit E un espace vectoriel. On note dim E le cardinal commun
des bases de E.

Exercice 10 a) dim K™ = n et tout espace de dimension n est isomorphe
a K.

b) dimK[X]<, =n+1.

¢) dimK®Y =|I|.

d) Tout espace de dimension dénombrable est isomorphe & KM,



e) Toute famille infinie non dénombrable dans un espace de dimension dé-
nombrable est liée.

f) R nlest pas un Q—espace vectoriel de dimension dénombrable, QX non
plus.

g) Toute famille génératrice de K™ contient une base.

h) Toute famille libre dans K™ peut étre complétée en une base et est au
plus dénombrable.

i) Un sous-espace d’un espace de dimension dénombrable est de dimension
finie ou dénombrable.

Indication : soit V un espace de dimension dénombrable avec pour base
en, n € IN. Soit v;,7 € I une famille de vecteurs linéairement indépendants.
Sii € I, on note F; I'ensemble des indices n € N tels que v; a un coefficient
non nul selon le vecteur e, (lorsqu’on le décompose dans la base des ey).
Alors on a une application h : I — Pgni(IN), Pensemble des parties finies
de IN. Si F est une partie finie de IN, h~'F est contenu dans {iel : v e
Vect(e, : n € F)} qui est fini car les v; sont linéairement indépendants et
dim Vect(e,, : n € F)) = |F| < co. Donc I est au plus dénombrable (pour tout
i, h~'h(i) est fini donc il existe une injection j; : h~'h(i) — IN, et donc une
injection I — Pnie(IN) X N, i +— (h(7), ji(7)) ; or, Phnie(IN) est dénombrable ;
en effet, voici une bijection Pppie(IN) — N, {ay, ..., ar} — 2% 4 ... 4 2%,

Exercice 11 L’espace RN est de dimension non dénombrable sur R. Indica-
tion : voici une famille libre infinie de cardinal non dénombrable : ((n®)pen : a € R).

Proposition 2.9 St F' < E, alors il existe G < E tel que E = F & G. En
particulier, si E est de dimension finie, dim E/F = dim E — dim F.

Démonstration : Soit (f;) une base de F', on compléte en (f;) U (g;) une
base de E. Alors le sous-espace G := Vect{g,} est un supplémentaire de F’
dans E. q.e.d.

Exercice 12 (i) U<V =dimU <dimV égalité < dimU = dimV ;
(1i)) dim E' x F = dim E + dim F.

Corollaire 2.9.1 (théoréme des zéros pour C) Si K > C est un corps
ET une C—algebre de type fini, alors K = C.

6



Démonstration : Soient ay, ..., a, € K tels que K = Clay, ..., a,]. Alors K est
engendré comme C—espace vectoriel par les monoémes ai*...a2", ay, ..., €
IN. Donc K est de dimension au plus dénombrable. Donc si x € K, = est al-
gébrique sur C car sinon, K > C(z) ~ C(X) qui est de dimension le cardinal

de C qui n’est pas dénombrable (ce qui est absurde). q.e.d.

Exercice 13 Définition alternative de la dimension : soit E un espace vec-
toriel. Alors dim E =sup{d >0 : Vy <V, < .. <V < E}.

Théoréme 2.10 (du rang) Soit f une application linéaire f : E — E'. Si
E est de dimension finie, alors dim E' = rang f+dimker f (si E' de dimension

finie).

Proposition 2.11 ( Formule de Grassmann) Soient Ey, Fy < E ; alors :

Démonstration : L’application linéaire Ey X Ey — FEy + Es, (x1,73) —
x1 + 9 est suejective de noyau isomorphe a Fy N Es. g.e.d.

Exercice 14 d1m(E1 + EQ + Eg) = dim E1 + dim EQ + dim E3 — dim E1 N
Eg - d1mE2 N E3 - dlmEl N E3 +d1mE1 N E2 N Eg.
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3 Rappels sur les matrices

Si M € Myn(K), N € M,,(K), on peut définir MN € #,,,(K) par
(MN);; = > M; x Ny ; et I'application (M, N) +— MN est bilinéaire!
Soient e;, €, deux bases finies d’'un méme espace E de dimension n. On
note P := P¢ la matrice de passage de la base e & la base ¢’ i.e. : e =
* 1 P, je; pour tout 1 < j <n avec P € GL,(K).

: ! ‘. R »
Exercice 15 P¢ PS5 = 1, ; plus généralement PS P, = P¢ .

Définition 7 Soient E, E' deux espaces vectoriels de dimensions n,n’'. Si f
est une application linéaire E — E’, si e est une base de E, si € est une base
de E', on note M = Mat(f)ee € Myn(K) la matrice telle que pur tout
1<j<n, fle) = Z;il M; je;.



Remarque : nombre de lignes = dimension de I'espace d’arrivée ; nombre
de colonnes = dimension de I’espace de départ.

Réciproquement, si M € #,,,(K), alors M définit une application li-
néaire : A, 1(K) = M 1(K), X — MX.

Proposition 3.1 (Formules de changement de bases) Soitv € E. Soient
X, X" € My1(K) tels que v = ¥ ; Xje; = > X]e,. Alors X = PX'. Si
feZ(E), si M =Mat(f). et M’ = Mat(f), alors M = PM'P~.

Exercice 16 5i p est un projecteur, si K < C, alors rgp = trp.

3.1 Egalité entre le rang des lignes et le rang des co-
lonnes

Soit A € M, ,(IK) une matrice. On rappelle que le rang des lignes de
A, notons-le rg (A), est la dimension du sous-espace vectoriel de .# ,,(K)
engendré par les lignes de A. On rappelle que rang des colonnes de A, notons-
le rg o(A), est la dimension du sous-espace vectoriel de .4, 1(K) engendré
par les colonnes de A.

Alors :
Théoréme 3.2

rg 1(A)
=min{t > 1 : 7B € #,,(K), °C € M,,(K), A= BC}
= rgC(A) .

On notera rg (A) le rang de A (des lignes ou des colonnes).
En particulier, rg (A) < min{m,n}.

Démonstration :

Montrons par exemple la premiére égalité (la deuxiéme se montre de la
méme fagon) :

Notons 7y le minimum des t tels que A = BC pour un certain B €
Moy +(K) et un certain C' € 4 ,(K).

Soit r :=rg 1 (A). Alors, il existe une base [y, ..., [, du sous-espace engendré
par les lignes de A. En particulier, pour toute ligne L; de A,

* Lz = bi,lll + ...+ biﬂ«lr

pour certains coefficients b;; € K, 1 <i<m, 1 < j <r. Soit B € #,,,(K)
la matrice des b;; et soit C' € ., , la matrice dont les lignes sont [y, ...,[,.
La relation * pour tout 7, donne : A = BC. Donc, ro < r.

8



D’un autre coté, si A = BC avec B € M,,,(K), C € A, ,(K). alors pour
tout 1 < i < m, la ligne L; de A vérifie :

Li = Bi71l1 + ..y ‘l’Bi,tlt

ol ly, ..., l; sont les lignes de C'. Donc le sous-espace engendré par les lignes
de A est de dimension < ¢. Donc r < t. Et donc, r < rq si on prend t = r.
En résumé, le rang d’une matrice A est a la fois le rang des lignes de A,
le rang de ses colonnes et la dimension de son image.
q.e.d.

On déduit de cette caractérisation du rang que :
rg (AB) < min{rg A,rg B}
pour toutes matrices A € 4, ,(K), B € 4, ,(K).

Corollaire 3.2.1 Soit A € A,,,(K). Si A est de rang m, alors A est in-
versible a droite et réciproquement. St A est de rang n, alors A est inversible
a gauche et réciproquement. En particulier si A € #,(K), A est inversible
a gauche si et seulement si A est inversible a droite si et seulement si A est
de rang n.

Proposition 3.3 Si A € #,,,(K) est de rangr, il existe B € M, ,(K), C €
My (K) tels que A= BC. Dans ce cas, rg B =r =1gC. De plus, il existe
P e GL,,(K), Q € GL,(K) tels que :

I, 10

01]0

PAQ =

Démonstration :Si A = BC avec B € M,,,(K), C € #,,(K), alors
r=r1rgA <rgB < r donc rgB = r. De méme, rgC = r. Il existe donc
P e GL,,(K), Q € GL,(K) tels que :

0)

r

0

PB =

Q= (1

D’ou :

1,
PAQ = PBCQ = | (Ir




q.e.d.

Pour terminer voici un critére pratique pour calculer le rang d’une ma-
trice :

<ism € Mmn(K). On dit que B est une

<j<n

Proposition 3.4 Soit A = (a;;)

matrice extraite de A si B est de la forme :

1
1

B = (a;;)

iel
jeJ

pour un certain I C{1,...,m} et un certain J C {1,...,n}.

Le rang de A est le plus grand entier r tel qu’il existe une matrice B,
extraite de A, carrée, inversible de taille r.

Ezemple : la matrice
1 2 3
4 5 6
78 9

n’est pas inversible (ezo) mais la matrice extraite :

1 2
4 5

l'est (exo) . Donc A est de rang 2.

Démonstration : Soit B une matrice extraite de A, carrée, inversible de
taille r. Supposons pour simplifier que B = (a; j)1<; j<r. Alors, les r premiéres
lignes de B sont linéairement indépendantes. A fortiori, les r premiéres lignes
de A sont aussi linéairement indépendantes. Donc rg A > r. Supposons que
A est de rang R. Alors il existe R lignes de A qui sont linéairement indépen-
dantes, par exemple les R premiéres. La matrice

(a)igen
est donc de rang R. Elle admet donc au moins R colonnes indépendantes,
par exemple les R premiéres. Alors la matrice extraite :

(ai,j)lgi,jSR

est carrée, de taille R et inversible (car de rang R). g.e.d.
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4 Le déterminant

4.1 Dimension 2 et 3
Définition 8

11 A12
= Qa1,1G22 — 4120921
Q21 022
11 A1z a3
a1 Q22 Qg3 | = A1,1022033 + A2,1032013 + 3101,2023
az1 Aaz2 Aa33
—a2,1021033 — 11,143 2023 — A3 102201,3

Moyen mnémotechnique :

N _

Interprétation géométrique (sur R) : dét(A) est une aire ou un
volume « orienté ».

Exercice 17 — dét A # 0 < A inversible ; — dét (AB) = dét Adét B

4.2 Déterminant en dimension quelconque
4.2.1 Rappels sur les permutations

Soit ¢ une permutation de '’ensemble {1,...,n}. Une inversion de o est
une paire {i, 7} telle que i < j et o(i) > o(j) (« c’est quand un plus grand est
a gauche d'un plus petit » (en écrivant la liste o(1), ..., o(n) dans cet ordre).

On note I(o) I'ensemble des inversions de o.

On dit qu’une permutation est paire si elle a un nombre pair d’inversions ;
on dit qu’elle est impaire si elle a un nombre impair d’inversions. Pour toute
permutation o, on pose :

€(0) := 1 si o est une permutation paire
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—1 si o est une permutation impaire

Exercice 18 L’application o +— €(o) est un morphisme de groupes de &,
vers {£1}. En particulier, si o est un produit de n transpositions, €(c) =

(—1)".

Ezxemple : voici les inversions et les signatures des 6 permutations d’ordre 3 :

i 41@) e(o)
0
(17 27 3) 0 1
(2,1,3) 2y )
(1,3,2) t2sh 1
2,3}+,{1,3
(2,3,1) | {@3h{sh ]
3,1},{3,2
(3,1,2)| H }2{ 13! 1
(3, 2, 1) {{172}7{25))3},{1,3}} 1

4.2.2 Définitions du déterminant

Définition 9 Soit A = (a;;)1<i j<n une matrice. On note :

dét A = |A| = > €(0)ao(1),1---o(n)n

o permutation d’ordren

le déterminant de A.
Exercice 19 Pour n = 2,3 on retrouve la définition usuelle.

Proposition 4.1 (déterminant d’une matrice triangulaire) Soit T =
(ti,j)lgid'gn une matrice triangulaire supérieure i.e. t;; =0 sii > j. Alors :

t1,1 e tim

D

- . - tl,l"-tn,n
00 tun

le produit des coefficients diagonaux. En particulier,

|In’ =1
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Démonstration : Par définition :

IT] =" e(0)to@) - totm)mn

g

(somme sur les permutations o d’ordre n)
Or, le produit t,(1)1...ts(n),n €st nul sauf si, éventuellement, o(1) < 1,...,0(n) <
n. Cela n’arrive que si o(1) = 1,...,0(n) =n c-a-d si 0 = (1,...,n). Donc :

|T| = 6((1, 2, ...,n))tm...tnm = tl 1-~-tn,n .

)

q.e.d.

En particulier, dét (I,,) = 1.
Cette définition du déterminant et « la seule possible » au sens suivant :

Théoréme 4.2 Soit une application :
D:#4,(K)—K, A— D(A)

i) linéaire en les colonnes de A,
ii) alternée i.e. D(A) =0 si A a deuz colonnes identiques ;
alors D = D(I,,)dét .

Démonstration : Le i) signifie que si on note C1, ...C,, les colonnes d’une
matrice A. Pour tout 7, si C]’~ est un vecteur colonne, alors, pour tous A, u € K,
on a:

D(Cy|--]AC; + uC|...|C) = AD(Ch || G| Cr) + pD(Ch .| CL. | C)

FEzistence : 11 est clair que dét vérifie i). Vérifions ii) :
supposons que A € #,,(K) a ses colonnes C; et C; identiques, i < j. Pour
tout permutation o d’ordre n, posons ¢’ la permutation définie par :

o(p)sip#i,j,

o'(p) =4 o(j) sip =1,
o(i)sip=j.
Alors
(+) €(0) = —€(0’)
En effet,



ki ki3 U {{ki k) o i <p < gy U{{ke, K} =i <q<j}

qui est un ensemble de cardinal 2(j —4) — 1 (exo) . Donc :
[1(o) + (o) = 2[I(e) N I(0")[ +2(j —7) — 1

= |I(0)] = |I(c")] — 1 mod 2
= e(o) = —€(o’) .

On a donc une bijection :

{o permutation pair} 2} {o permutation impair}

oo

De plus, comme les colonnes C; et C; de la matrice A sont identiques, on

Ag(1),1--+-Qo(n),;n = Ao’(1),1-+-Ao’(n),n

pour toute permutation o.

Donc :
dét A = Z Ao (1),1+-+-Ao(n),n — Z Qg(1),1-+--Ao(n),n
opermutation pair opermutation impair
= X Gemielema— D, Go)llomn
opermutation pair opermutation pair
- Z Go(1),1-++-Go(n)n — Ao’(1),1----Ao’ (n),n

opermutation pair

Unicité : Soit D qui vérifie i), ii) de I’énoncé. Alors, si on note F, ..., £,
la base canonique de ., 1(K), on a :

n
Cj = aijp
=1

pour toute colonne C; de A et par linéarité :
n

D(A) = Z ail’l...aimnD(Ei ||Ez ) .

i17---,i7L:1
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Or, D(E;,|...|E;,) = 0 si les iy, ..., 4, ne sont pas tous distincts. Donc :

D(A) = > D(E;|..|Ei,) -

(41,...,in) arrangment

Il reste & montrer que pour une permutation (i, ...,4,), D(E;|...|E;,) =
€(i1, ..., i) D(I,). On le démontre par récurrence sur k > 1 tel que :

T > 0 < oo < By .

Si k =1, c’est évident car alors, i = 1,...,7, = n. Si k > 1, on échange
ix—1 et 4y : on obtient une permutation : (iy, ..., 7,) ot i} 1= i; si j # k, k+1,
i), = ip—1 et i_, := ix. Comme :

g < .. <
on a par hypothése de récurrence :
D(Ey|..|Ey) = ey, ... iy, ) D(1)
Or, d’aprés (*), on a :
€], oy th) = —€(i1, ey in) -
De plus, on a :
D(E;|..|Ei,_, + Ei|Ei,_, + E;i,|...|E;,) =0
< D(E;|...|Eiy_ | Ei_,|--|Ei,) + D(Ei|...|Ei,_, | Eip || Ei,)
+D(E;, || Egf| By || Ei,) + D(E3y ... | Eiy | By, | | B, ) = 0

el

< D(E;,|...|Ei,_ | Ei|---|Ei) + D(Ey|...|Ei | By |...|Ei,) =0
Conclusion : D(E;,|...|E;,) = €(iy, ..., in)D(1,). q.e.d.

Déterminant de la transposée

Si A€ Mpyn(K), on note 'A € A, ,,(K) la matrice de coefficients :
("Aij = A
pourtous 1 <:<m, 1 <5< n.
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Théoréme 4.3 Soit A € 4, (K). Alors, dét (*A) = dét A.

Corollaire 4.3.1 Dans le théoréme 4.2, on peut remplacer « colonne » par
« ligne » .

Démonstration : Si o est une permutation d’ordre n. Si 1 < i # j < n,
alors {o(i),0(j)} est une inversion de o si et seulement si {i,j} est une
inversion de 0! (ezo) . En particulier, (o) = e(0~1) pour toute permutation
0.

Or, on a :
Ag(1),1---0g(n),;n = Qo(c=1(1)),0~1(1)--Ao(c—1(n)),0~1(n)
= a17071(1)...an7071(n) .
Donc :
dét A = Z 6(0)&0(1)’1..@0(”),”
= Z 6(0—)a1 o=1(1)+-An,o—1(n)
= Z 6(0'_1)CL170-(1) an,o(n)
= Z 6(0-)(11,0(1) Ao (n)
= dét (*A)
qg.e.d.
Conséquences :
Théoréme 4.4 (déterminant du produit) Soient B € 4,(K) :
dét (AB) = dét Adét B .
Démonstration : En effet, si A est fixée, 'application :
F : B dét (AB)
est n—linéaire alternée en les colonnes de B. Donc :
"B ¢ #,(K), F(B) = dét BF(I,)
= dét Adét B .
qg.e.d.
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EXEMPLE : Triangles de Pascal. Voici 3 exemples de matrices de taille
n+lxn+1:

1 0 0
1 1 °
1 2 1
7
o
J) ) o<ij<n
1 4 6 4 1
0
1 n 1
1 1 1 11 1
01 2 3 4 n
1 3 6 ‘
I v =(0)
v) ) o<ij<n
1
0 . 1
1 1 1 1 1 .. 1
1 2 3 4 n+1
1 3 6
147
Pieln (")
t 0<i,j<n
1
1 n+1 (>

Exercice 20 On a :
détP=détT - TT =1 .

17



4.3 Reégle de Cramer

Notation : Soit A une matrice n x n. On note A"’ la matrice obtenue en
retirant la ligne 7 et la colonne j de A.

On peut calculer un déterminant n X n si on sait calculer un déterminant
(mn—1)x(n—1):

Proposition 4.5 (Développement par rapport 4 une ligne ou une colonne)
Soit A une matrice n X n. Alors :

LGS A =3 (=1) gAY

=1

IS0, A6t A = 3 (1) a4

J=1
Démonstration : Par n—Ilinéarité du déterminant selon les colonnes,
comme on a :
J
|
ayri ... 0 .. a1n
n : . :
A= "ai; | ai, 1 Ui | >
i=1 ) . )
ang . 0 . appy
on a: ‘
j
\
1,1 .. 0 .. Q1.n
n . . :
dét A=> a;; | ai, 1 Qi
i=1 X . :
ani . 0 . apy

Or en échangeant la colonne j avec la colonne j — 1 puis la colonne 7 — 1
avec la colonne j — 2, etc, on trouve :

ari ... 0 .. a1n 0 11 ... Qin
1 =(-1)Y""1

;1 Qin | — ;1 ... Gip

(1 0 (. 0 an1 ... apn

18



ensuite, en échangeant la ligne ¢ avec la ligne ¢ — 1 puis la ligne i — 1 avec
la ligne @ — 2, etc, on obtient :

ari ... 0 .. Q1.n
1 i1 ... Qin
. 0 11 ... Qin
Q51 1 A5 n _(_1)371( 1>171
0 Qp1 - Qpn
an,l 0 an,n
_ (_1)i+j|Ai,j| )
Et on démontre de méme la formule de développement par rapport a la
ligne 1. q.e.d.
EXEMPLE :
1 2 3
5 6 2 3 2 3
4 5 6|= —4 +7 =0.
8 9 8 9 5 6
789

Proposition 4.6 (formule de Cramer pour les solutions des systémes linéaires)
Si :

a11T1 + ... + A 1Ty = Y1

Ap1T1 + oo + ATy = Yy

alors, dét Ax), = dét A, ou A, est la matrice obtenue en remplacant la

n

k—iéme colonne de A par la colonne
Yn

Démonstration : On développe par rapport a la k—iéme colonne :

dét A, = yi(—1)"F| AV

i=1
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(on remplace les y; par leur expression en fonction des z;) :

i=1j=1

-y (f: ai,j(—l)”’“w’kl) Tj

D aij(—1)FF A
=1

est le déterminant de la matrice obtenue en remplacant la colonne k de la
matrice A par la colonne j (ezo) . Donc :

n ; ; Osik#j
Y ai(—1)FF A =
=1

dét A sinon .
g.e.d.

Remarque : Si dét A # 0, alors A inversible. En effet, dans ce cas, les
formules de Cramer montrent que ’on peut inverser le systéme défini par A.
Plus précisément, on peut décrire la matrice inverse de A si dét A # 0.

Définition 10 (Comatrice) Soit A une matrice n xn, sa comatrice, notée
com(A) ou A est la matrice n X n dont le (i, j)—iéme coefficient est :

Ay = (1| A9
Corollaire 4.6.1 Pour toute matrice A de taille n X n :
PAA = A'A = dét A,

Démonstration : En effet, le (i, j)—eéme coefficient de tAA est donnée par
la formule :

Y (1) a1 A
k=1

qui est le déterminant de la matrice obtenue en remplacant, dans la matrice
A, la colonne 7 par la colonne j. Donc :

(FAA); =Y (1) Fay ;| A

k=1

20



Osiij
dét Asii=7 .

q.e.d.

Remarque : Cette formule reste vraie si K est remplacé par un anneau
commutatif (p. ex : Z, K[T7).

EXEMPLE :

— Si ad — be # 0,

-1

a b 1 d —b
c d ~ ad — be

—c a
— Si A est une matrice 3 x 3 et si |A| # 0, alors :
AV —|AZ1] (A3

_’AI,Z‘ |A2’2’ —‘A3’2’
|A1’3| _|A2,3| ’AS’?"

A= —
A

Théoréme 4.7 A est inversible < dét A # 0 et l'inverse est donné par :

Lo 1

ATl =
détA " déitA

(471)

Exercice 21 Soit M € #,,(Z). Alors, M définit un endomorphisme Z—linéaire :
7" — 7. Cet endomorphisme est surjectif < dét M = =+1, injectif <

dét M # 0. En particulier surjectif = injectif (ce qui reste vrai pour un
endomorphisme d’un A—module de type fini ou A est un anneau quelconque.

Terminons ce chapitre par quelques déterminants remarquables :

Exercice 22 Déterminant de Vandermonde. C’est le déterminant (n+ 1) x
(n+1) suivant :

11
Zo - Tn
V(:COJ . 7xn) =
En n
T "



On a:V(ry,...,on) = [o<icj<n (T — 74).

Indication : on peut raisonner par récurrence et remarquer que : V(xq, ..., T,)
est un polynéme de degré < n en x,, de coefficient dominant V (xq, ..., Tp_1)
qui s’annule lorsque T, = To, ..., Tn_1 ; donc : V(zg, ..., x,) = V(2o ooy 1) (0 —

20) . (Ty — Tp_1).
Conséquence : Si xq,...,x, € C, alors :

1+ ..+2,=0
>r=.=x,=0
2+ +x,=0
(ce systéme n’est pas linéaire).
Exercice 23 Montrer que le déterminant n X n suivant :

1

n+1 n+1
est le nieme nombre de Fibonacci f,, = % <1+2\/5) — % (1_2‘/5) :

Enfin voici une autre fagon de calculer un déterminant 3 x 3 :

Exercice 24 Soit A une matrice 3 x 3. Alors st azs # 0 :

ail Qai2 Q12 Q13
G271 022 G292 A23
ag1 Q22 G292 Q23
ag1 asz2 az92 433
Al =
a2 2

5 Reéduction

Dans ce chapitre E est un K—espace vectoriel.
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5.1 Vecteurs propres

Définition 11 (vecteurs,valeurs propres, spectre) Soit u un endomor-
phisme de E. Un vecteur propre de u est un vecteur non nul z € E \ {0}
tel que :

u(z) = Az

pour un certain scalaire A € K. On dit que A est la valeur propre de u associée
au vecteur propre x. On dit aussi que x est un vecteur propre associé a la
valeur propre .

Le spectre de u est ’ensemble des valeurs propres de u. Notation : Spy (u)

(ou Sp(u)).

Version matricielle :
Soit A € A, (K). Un vecteur propre de A est un vecteur non nul X €
K" \ {0} tel que :
AX =2X

pour un certain scalaire A € K. On dit que X est la valeur propre de A associée
au vecteur propre X. On dit aussi que X est un vecteur propre associé a la
valeur propre A.

Le spectre de A est 'ensemble des valeurs propres de A. Notation : Spy (A)
(ou Sp(A) si le corps ou l'on se place est évident).

EXEMPLE : [s]

— (Cet exemple est en dimension infinie) Soit £ = ¢*°(R) 'espace des
fonctions infiniment dérivables de R dans R. Soit u=0: E — E, f — f'.

Pour tout A € R, posons

ex:R— R, 2+ e .

On a: €} = Aey donc chaque fonction ey est un vecteur propre de 0 de valeur
propre associée .

— Soit A := . Le réel a := ”T‘/g est une valeur propre de A. En
11
effet :
1 1
A. =«
! a
(exo)
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1 2n
— Soit A = . Le complexe j := —1 + z§ — ¢'% est une
-1 -1

valeur propre de A. En effet :

(exo)
« Comment trouver les valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une
matrice parmi tous les éléments de IK 7 »

5.2 Polyndéme caractéristique

Proposition 5.1 Soient A € #,(K) et A € K. Alors :
A est une valeur propre de A < dét (A — \I,,) =0 .

Démonstration : A n’est pas une valeur propre de A
S 'X e K"\ {0}, AX # AXie (A=X,)X #0
< ker(A — A\I,) = {0}
< A — M\, injective
< A — M\, inversible
S dét (A—A,) #0 .
q.e.d.

Définition 12 (polynéme caractéristique) Soit A € #,(K). Le poly-
nome caractéristique de A est : xa(X) :=dét (X1, — A) .

Remarque : [s] — La matrice X1, — A est a coefficients dans K[X] donc
son déterminant x4(X) € K[X].

— Pour tout A € K, dét (A — Al,) = (—1)"xa(N).

EXEMPLE : [s

—Sin=2:

v a b 2
A= s xa(X) =X —(a+d)X + (ad — be)

C
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= X% — (trA)X +dét A
ol trd :=a +d.
— Sin =3,

ay1 Aair2 a3
A= | a3 azs aszs |>xa(X) =X — (trA)X? + 5, X — dét A
az1 Aaz2 Aas3

oll trd = ay 1 -+ a2 2 —+ as,3 et :

a1 Aai2 Q22 A3 a1 a13
83 = + +

21 Q22 aso 33 a31 0as;s

(c’est la trace de la comatrice de A).
— n quelconque :

VAe My(K), xa(X) = X" —s: X" 4 (—1)"s,

otl pour tout 1 < d < n, le coefficient devant (—1)4X"~% est :

Sd = Z ’A[|

I1C{1,..., n}
[T|=d

avec pour tout I = {ky,...,kq}, tel que k; < ... < kg,

Aoy kg o ey kg

Ap = € My(K)

(c’est la matrice obtenue en ne gardant de A que les lignes et les colonnes
klu i) kd)

X1 — Q1,1 —a12

. . —G21 Xo — a2 2
Démonstration : Onpose P(Xq,..., X,) :=

C’est un polynoéme en les variables Xy, ..., X,, et a coefficients dans K. On
montre par récurrence sur k que pour 1 < 43 < ... < i < n, le coefficient
devant le monoéme X;, ...X;, est :

(—1)"*dét A!
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ot [ := {iy,...,ix} et AT est la matrice obtenue a partir de A en retirant les
lignes et les colonnes iy, ..., i (il suffit de développer par rapport a la ligne i;
puis s, ...).

En particulier,

P(X,..X) = xal(X) =3 (=1)"*( > |Ateidxt

k=0 1<i1<..<ig<n

=3 (=D > [Apag )X

k=0 1<ir<...<ip<n

A retenir : le polynome x 4(X) est unitaire de degré n et :

— n S
S1 = Ei:l Q5 =: trA

= Y

1<i<j<n Qj i

s, = dét A .

Qi Qi

aj.j

Définition 13 (deux définitions équivalentes de la trace) Soit A € .4, (K).
On définit la trace de A par :

trA := — le coefficient devant X" dans xa(X)

ou par :
trA := la somme des coefficients diagonauz de A.

Théoréme 5.2 (polyndme caractéristique d’un produit) Soient m,n
des entiers > 1. Si A € Mpun(K) et B € My m(K), alors :

AB € #,,(K) et BA € A, (K)

et :
X"xap(X) = X" xpa(X)
dans K[X].
En particulier, si m = n alors :

xap(X) = xBa(X) .

T. c-a-d son coeflicient de plus haut degré est 1.
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Démonstration : On pose :

On a alors :

donc :

dét (MN) = dét (X1,, — AB)dét (X1,,)

= XnXAB(X> .
D’un autre coté,
X1, ‘ 0
NM =
XB ‘ XI,— BA
donc
dét (NM) = dét (X 1,,,)dét (X1, — BA)
= XmXBA(X) .
Or, dét (M N) = dét (NM) = dét Mdét N. g.e.d.
Remarque : — Si A, A’ € #,(K) sont des matrices semblables i.e. si
P € GL,(K), A= PA' P!
alors :

Xa(X) = xpap-1)(X)
= X(A'P—l)P(X)
= xa(X)
autrement dit deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéris-
tique.

En conséquence, on peut définir le polynéme caractéristique d’un endo-
morphisme :

Définition 14 Supposons que E est de dimension finie. Si u est un endo-
morphisme de E, alors toutes les matrices de u dans une base de E sont
semblables donc ont le méme polynome caractéistique. Ce polyndme caracté-
ristique commun est le polynéme caractéristique de u, noté x,(X).
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Concrétement, si (e) = ey, ..., €, est une base de F, si u est un endomor-
phisme de E, alors :

Xu(X) = xa(X)
ou A := Mat(u)(e).

Spectre et racines du polyndme caractéristique
On peut réécrire la proposition 5.1 :
Théoréme 5.3 Soit A € #,(K). Alors :
Sp(A) = { valeurs propres de A } = { racines de xa(X) }

Démonstration : On a A\ valeur propre de A & dét(A — A\,) = 0
< xa(A) =0. q.e.d.

En particulier :
Corollaire 5.3.1 Si A € #,(K), A posséde au plus n valeurs propres.

(En effet, nous savons qu'un polynéme de degré n a au plus n racines).
EXEMPLE : [s

0 1
—Si A= , alors
11

1-+5 145

alX) = X? = X —1= (X - —2)(X = =)

donc Spg(A) = {1_2‘/5, 1+2‘/5} mais Spg(A4) = 0.

0 1
—Si A= , alors :
-1 -1

Xa(X)=X?+ X +1=(X—j)(X—j7

ol ji=—3 + z? Donc dans ce cas :

Spe(4) = {7, 5°}

mais Spg(A) = 0.

Cas des matrices triangulaires :
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Soit

t1,17'~ - tlr,n
T .= 0
0—0 ton

une matrice triangulaire supérieure. Alors :

X =ty _tl,n

_ 0
xr(X) = | \

donc Spi(T) ={t;; : 1 <i<n}.

Matrices compagnons :
Soit P(X) := X"+ ¢, 1 X" '+ ...+ ¢y € K[X]. On pose :
0

0 —¢

Cp = (1)\ € M (K)
N

0—0 1 —Cua

c’est la matrice compagnon du polynéme P.
Proposition 5.4

Xop(X) = P(X) .

Démonstration : Par récurrence sur n > 1. Si n = 1 c’est évident car
P(X) =X +c¢yet Cp=(—cp) (matrice 1 x 1).
SiP(X)=X"+¢c, 1 X" '+ .. +cy,ona:

0——0 Cp

\

0——0 -1 X+Cn 1
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(en développant par rapport a la premiére ligne)

X 0——0 C1 -1 X 0——

, 0

—x| o0 0 N PSP 0

\\X \X

0——0 -1 X +e 0——0 -1
=xn—lyqc 1 X"=24. . 4c; =(=nnt

par hypothése de récurrence

= X"+ X"+ + 0

= P(X)
(ce qui achéve la récurrence).
qg.e.d.
EXEMPLE : Soit J la matrice :
0——0 1
1 0
0 \ € My(K)
0—0 1 0

alors x7(X)=X"—1car J = Cxn_;.

Exercice 25 (Polynémes de Tchébychev) On rappelle le résultat suivant :

Pour tout k entier > 1, il existe un polynéme en t, a coefficients ration-
nels, noté Ty (t), tel que :

Y0 € R, sin(kf) = sin 0 Ty, (cos 0)

(en effet :
sin(kf) = Im (e™*?)
=1Im ((cos 0 + isin 0)’“)
et on développe ...)

Par exemple, sin(20) = sin (2 cos ) et sin(30) = sinf(4 cos? 6 — 1) donc
Ty(t) = 2t et Ty(t) = 4t — 1. Plus généralement, Ty, (t) = 2F-1k=1 4
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Pour tout n soit :

01 0—0
AR\
V=10 0| e, (R)
ANNN
0—0 1 0
alors, pour tout n > 1 :
X
Xv, (X) = T ()

2

en particulier,

km
Spr (V) {2COS<n+1 ) 1_k_n}

Indications : vérifier que xv,(X) = Tni1(3) pour n =1,2 et trouver une
relation de récurrence d’ordre 2 pour xv, (X) (en développant par rapport &
une ligne ou une colonne) et une autre pour T, (X).

Corollaire 5.4.1 Soit A une matrice réelle. Alors, A posséde un sous-espace
mvariant de dimension 1 ou 2.

Démonstration : Soit n > 1. Comme A € #,(R) C .#,(C), A posséde
une valeur propre A = a + ib € C, a,b réels, et un vecteur propre associé
Z=X+4+1iY eC"\ {0} ou X,Y € R™

Alors :

AZ = \Z & AX +iAY = (aX — bY) +i(bX + aY)

S AX =aX —bY et AY =bX +aY

et en particulier le sous-espace (réel) (X, Y) est stable par A. Or X ouY # 0
donc (X,Y) est de dimension 1 ou 2. qg.e.d.

5.3 Espaces propres

Définition 15 Soit u un endomorphisme de E. Soit A € K. L’espace propre
de u associé a A est le sous-espace ker(u — Aldg) de E. On le note :

E)\(u) = ker(u — )\IdE)
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={z€FE : ulx)= Az} .

Soit A € M,(K). L’espace propre de A associé a la valeur propre X
est le sous-espace vectoriel de M, 1(K) (Iespace des vecteurs colonnes a n
coefficients) défini par :

EA(A) = {X S %R,I(IK) D AX = )\X} .

Remarque : [s|

— Si A est une valeur propre de u (ou de A), I'espace propre associé Ey(u)
(ou E\(A) est de dimension > 1;

— L’espace propre E)(u) est laissé stable par u. En effet :

x € ker(u — Aldg) = u(u(z)) = u(Ar) = Au(x)

= u(z) € ker(u — Mldg) .

Théoréme 5.5 Soit u un endomorphisme de E. Soient A\, ..., \. r valeurs
propres distinctes de u. Alors les espaces propres associés Ey, ..., E\, sont
en somme directe i.e. :

Ex 4+ ...+ By, = E\, & ... B E), .

Remarque : On en déduit que le nombre de valeurs propres est < dim F
car :

dimE >dimEy, &....® L), =dimEy, +...+dimE), >1r .

Démonstration du théoreme : Par récurrence sur r > 1. Sir =1, iln’y a
rien a démontrer.
Soient v; € E |, ...,v, € E), tels que

(1) /Ul—|—...+/Ur:O
alors si on applique u, on trouve :
(2) u(vy) + ... +u(v,) =0

(3) S \v+ .+ N0 =0

mais alors (1) - A\; x (3) donne :

()\2 — )\1)1)2 —+ ...+ ()\r — )\1)"07» =0
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= (hypothése de récurrence de rang r — 1)= :

()\2 — )\1)1)2 =..= ()\7« — )\1)’0,« =0
:>/02:...:'Ur:()
car /\2 - /\1, ceny )\r - /\1 7& 0.
On a donc aussi : v;1 = —vy — ... — v, = 0. q.e.d.

Corollaire 5.5.1 Soit u un endomorphisme de E. Si E est de dimension
n et si le polynoéme carctéristique x,(X) € K[X]| admet n racines distinctes
dans K, alors il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

Démonstration : Soient Aq, ..., A, € K les n—racines distinctes de y,(X).
Ce sont aussi n valeurs propres de u. Notons E),,...,E), les espaces propres
associés. Alors : Fy, + ... + E), C F et :

dim(E)\l —|— —f— E)\n) = dlm(E)\l EB EB E,\n)

=dimFE,, +..+dimE, >n=dmFE

donc :
1<i<n,dimE\, =letE\, &..0FE, =F .
Pour tout i, soit e; un vecteur non nul tel que :
E,, = Ke;
alors les vecteurs e; sont des vecteurs propres de u (de valeurs propres \;) et
Kei+...+Ke,=Ke; P ... dKe, = F

signifie que les e; forment une base de K. q.e.d.

Remarque : Bien entendu la réciproque est fausse car par exemple si
n > 2, toute base de E est formée de vecteurs propres de Idg et le polynéme
caractéristique de Idg est x1a,(X) = (X — 1) qui n’a qu'une seule racine :
1.

Définition 16 (diagonalisable) On dit qu’un endomorphisme u de E est
diagonalisable s’il existe une base de E) formée de vecteurs propres de u.
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Remarque : Siwu est diagonalisable et si on note Ay, ..., A, ses valeurs propres
distinctes, alors :

ker(u — \MIdg) @ .... @ ker(u — A\ Idg) = E

(car tout vecteur de E est combinaison linéaire de vecteurs propres de u donc
est une somme de vecteurs appartenant aux espaces propres ker(u — \;)) et
réciproquement, si :

ker(u — \MIdg) @ ... @ ker(u — A\ Idg) = E

alors, il existe une base de E formée de vecteurs propres de u (il suffit de
mettre « bout a bout » des bases des espaces propres ker(u — \;Idg)).
En bref :

u est diagonalisable < ker(u — MIdg) @ .... @ ker(u — N\, Idg) = E .

Définition 17 Si A € #,(K), on dit que A est diagonalisable sur K s’il
existe une matrice inversible P € GL,(K) et une matrice diagonale D €

My (K) telle que : A= PDP™.

Remarque :
Si

p=| - |,
An
alors les x4(X) = xp(X) = (X —A1)...(X —\,) et donc les \; sont les valeurs
propres de A (et les racines de x4(X)).

Diagonaliser une matrice A € 4, (K) signifie trouver, si elles existent,
P e GL,(K), D € #,(K) diagonale telles que :

A=PDP ! .

EXEMPLE :
— Toute matrice diagonale est diagonalisable.
— Toute matrice réelle 2 x 2 symétrique :

a b
b d
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est diagonalisable (ezo) — La matrice de permutation circulaire

0 0 1
1 0
I=1 \ € M,(K)
0—0 1 0
est diagonalisable sur C de valeurs propres
1, ei%, - eim;l)?r

les racines n—iémes de I'unité. Trouver une base de vecteurs propres (exo) .

Proposition 5.6 Soit £ un K—espace vectoriel de base eq, ..., e,. Soit u un
endomorphisme de E et soit A la matrice de u dans la base eq, ...,e,. Alors
u est diagonalisable sur IK si et seulement si A est diagonalisable sur K.

Démonstration : Siu est diagonalisable dans une base e, ..., e/, si on note P
la matrice de passage de la base e dans la base €, alors si on note D la matrice
de u dans la base ¢/, on a: A = PDP~! et D = diag(\y, ..., \,) oul pour tout
i, \; est la valeur propre associée au vecteur propre e;. Réciproquement, si
A = PDP~!, alors les vecteurs v; = Yy Pjei, 1 < j < n, forment une
base de vecteurs propres de u : u(v;) = D;jv; (V7).

q.e.d.

5.4 Un premier critére de diagonalisabilité

Pour énoncer un premier critére de diagonalisation des endomorphismes
on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 5.7 Soit u un endomorphisme de E. On suppose E de dimension
finie et on suppose aussi qu’il existe un sous-espace F' de E laissé stable par
u. Notons Xy, le polynome caractéristique de la restriction a F'. Alors :

Xulp (X)X (X)

dans K[X].
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Démonstration : Soit eq, ..., e, une base de F' que 'on compléte en une
base de E :

€1,...,€En

alors la matrice de u dans la base eq, ..., e, est de la forme :

k n—k

- <>

(ot A est la matrice de u|r dans la base e, .., ;). Mais alors :
XI,— A ‘ -B
0 ‘ X1l —D

Xu(X) = = dét (X1, — A)dét (X I,_x — D)

= Xulp 46t (X I,—, — D) .
q.e.d.

Définition 18 (multiplicités algébrique et géométrique) Soit A € #,(K).
Soit A € K. On notera mq(N) la multiplicité de X dans le polynome caracté-
ristique de A, xa(X) :

ma(A) == le plus grand entier m tel que (X — \)"|xa(X)
c’est la multiplicité algébrique de X. On notera :
my(A) := dimg ker(A — A1)
c’est la multiplicité géométrique de \.

Corollaire 5.7.1 Soit A € #,(K) ou soit u un endomorphisme de E, si E
est de dimension finie. Pour tout A € KK,

mg(A) < mg(A) .

EXEMPLE : Si

1 1 0—0
AN

A= 0| e #,(K)
1
0 0 1
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alors x4(X) = (X —1)" et my(1) =1 < m,(1) =n.
Si A =1, alors : xa(X) = (X —1)" et my(1) = m,(1) =n.
Démonstration : Soit A une valeur propre de u. Posons F' := ker(u — \)
I’espace propre associé.
Alors F' est stable par u :
en effet, si x € F', alors :

u(u(z)) = u(Axr) = Au(x)

donc u(x) € F.
Donc d’apres le lemme 5.7,

Xu|p (X) XU(X>

or :
Vo € Fou(z) =\

donc u|p = ANdp et .
Xulp (X) = (X = At r

— (X _ )\)mg(k)

et finalement,
(X = 0" xu(X) = mg(A) < ma(A)

g.e.d.

Voici un premier critére de diagonalisabilité :

Théoréme 5.8 Soit A € #,(K) (respectivement u un endomorphisme de
E avec E de dimension finie). Alors :

i) xa(X) est scindé sur K ;

A (respectivement u) est diagonalisable sur K < ¢ et
ii)"\, valeur propre de A, ma(N\) = mgy(\) .
En particulier, si x4(X) est scindé a racines simples, alors A est diago-

nalisable. Démonstration : = : Supposons u diagonalisable. Soient Aq, ..., A,
les valeurs propres distinctes de u. Comme :

ker(u — MIdg) & ... @ ker(u — N\ Idg) = F,
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si on choisit des bases %; de ker(u — \1Idg), ..., %, de ker(u — A\ Idg), on
obtient une base %#; U ... U %, de E dans laquelle la matrice de u est :

Ay,

ou n; = my(A;) = dimker(u — A\;Idg) pour tout ¢. Donc :
Xu(X) = (X = A)™" (X = A)" .
Par conséquent le polynéome y,(X) est scindé sur K et :
Vi, ma(N) = ng = mg(\)
< : Supposons que :
Yul(X) = (X =A™ (X = A

pour certains A\; € K, deux a deux distincts et certains entiers n;, > 1.
Comme :

ker(u—M\Idg)+...+ker(u—\,1dg) = ker(u—A\1dg)®...dker(u—\,1dg) C E,
on a:
mg(A1) + ... +my(A,;) = dim (ker(u — \Idg) + ... + ker(u — A\, Idg))

<dmkFE .
Or, pour tout i, my(A;) = ma(\;) =n; et

ny+...+n, =degy, =dimFE
en conséquence :
dim (ker(u — A\{Idg) + ... + ker(u — A\, Idg)) = dim F
et forcément,

ker(u — MIdg) + ... + ker(u — A\ Idg) = E .
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EXEMPLE : Sin > 2, la matrice :

0 1 0—0
I
1
0——0
n’est jamais diagonalisable car m,(0) =1 < m,(0) = n.
01 0—0

LN
0 0| € #,(R). Alors V,, = PDP™!
AONN

0—0 1 0
ou D = diag(...,2cos(km/(n +1)),...) et P = (sin(ijm/(n+1)))1<; j<p-

Exercice 26 Soit V,, :=

sin
Indication : pour tout 1 < k < n, le vecteur : est propre
sin((n — 1)z)
associé a la valeur propre 2 cos(km/(n+ 1)) si x = kr/(n+ 1).

COURS DU JEUDI 30 SPETEMBRE 2015

5.5 Trigonalisation

Définition 19 On dit qu’une matrice A € M, (K) (respectivement un en-
domorphisme u de E, si E est de dimension finie) est trigonalisable sur IK
(on devrait dire triangularisable mais ce terme signifie déja autre chose) si
A est semblable a une matrice triangulaire supérieure c-a-d :

PeGLK), T € My(K), n>i>j>1,T,;=0et A= PTP!

(respectivement il existe une base de E ot la matrice de u est triangulaire
supérieure).

Exercice 27 Toute matrice triangulaire inférieure est trigonalisable (si T
est triangulaire inférieure, woTwy* est triangulaire supérieure ot :

0—0 1

/]

1 0——0
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Théoréme 5.9 Soit A € #,(K). Alors A est trigonalisable < xa(X) est
scindé sur K.

Démonstration : = : Deux matrices semblables ont le méme polynome
caractéristique donc il suffit de montrer que y7(X) est scindé pour toute
matrice triangulaire supérieure T'; ce qui est facile.

< : On raisonne aves u un endomorphisme de F (et on suppose E de
dimension finie). Par récurrence sur dim £. Si dim £ = 1, il n’y a rien a
démontrer. Si dim £ > 1, alors comme x,,(X) est scindé,

Xu(X) = (X' = A1) (X = An)

oun = dimFE et ou les \; € K ne sont pas forcément distincts. Soit e; un
vecteur propre associé a la valeur propre A;. On compléte e; en une base :
e, ..., e,. Dans cette base, la matrice de u est de la forme :

Al
0|B

ou Be M, 1(K)etl e #,—1(K). En particulier,
Xu(X) = (X = A)xs(X)

= xs(X)=(X = X)...(X =)

est scindé sur K. Par hypothése de récurrence, il existe S € ., 1(IK) une
matrice triangulaire supérieure et ) € GL,,_;(K) une matrice inversible telles
que :

B=QsQ™"
alors, on peut vérifier que :
1 l
Mat(u) =
0]QSQ™
_p[ M p
0S5
pour la matrice inversible :
110
P .=
0@



Donc la matrice de v dans la base eq, ..., e, est semblable & une matrice
triangulaire supérieure :

A | 1O
0| S

donc u est trigonalisable. q.e.d.

Corollaire 5.9.1 Sur C toutes les matrices sont trigonalisables.

Relations entre les valeurs propres et les invariants

Soit A € 4, (C). Alors A est semblable a une matrice triangulaire supé-
rieure de la forme :

A 0
W BN

0—0 A\,

donc :
YA (X) = (X = Ao (X = A)

ainsi les coefficients diagonaux de (4) ne dépendent que de A :
ce sont les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicité algébrique.

Exercice 28 Vérifier que
dét A = A\,
V> 1, trAF = N R
On peut en déduire la belle formule suivante :

Fe >0, "t <e,

> tr( A"
la série Z (k)tk converge, la matrice I,, — tA est inversible et :
k=1

e( oo trAk'tk> 1

k=1 k —
dét (I, — tA)

6 Polyndmes d’endomorphismes

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur K. Soit A € ., (K).

41



6.1 Définition

On remplace X* par u* (ou A¥) et 1 par Idg (ou I,,).
Soit P(X) = ag + a1 X + ax X? + ... € K[X] un polynéme. On pose :

P(u) := agldp + ayu + agu® + ... et P(A) := agl,, + a1 A + asA* + ...
Proposition 6.1 L’application :
K[X] —» #,(K), P(X)— P(A)
est un morphisme d’algebres i.e. : c’est linéaire et :
'P,Q € K[X], (PQ)(A) = P(A)Q(A)
de méme l'application :
K[X] — Endk(F), P(X) — P(u)
est aussi un morphisme d’algébres.

Démonstration :Si P(X) =ag+a1 X +... et Q(X) =by+ b, X + ..., alors
PQ(X) = apbo + (aghy + a1bg) X + .... Donc :

(PQ)(A) = aob()[n -+ (a061 + albo)A + ...

= (a()]n + CL1A + )(bO]n + blA + )

= P(A)Q(4) .

Remarque : [importante| En particulier, pour tous P,Q € K[X], les
matrices P(A) et Q(A) commutent :

de méme les endomorphismes P(u) et Q(u) commutent.
EXEMPLE : — Polynéme d’une diagonale :

At
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on a :

pour tout polynome P(X) € K[X].
— polynéme et conjugaison : Si () est inversible, si A = QA'Q~!,
alors pour tout polynoéme P(X) € K[X], P(A) = QP(A)Q".

Exercice 29 Montrer que plus généralement, pour une matrice triangulaire :

on a :

POV)

pour tout polynome P(X) € K[X] (les coefficients hors de la diagonale
peuvent avoir une expression compliquée mais les coefficients diagonaux sont
obtenus simplement en leur appliquant le polynome P ).

6.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Définition 20 On dit qu’un polynome P(X) est un polyndme annulateur de
la matrice A ou de l’endomorphisme u si P(A) =0, ou si P(u) = 0.

EXEMPLE : — Sip: E — F est une projection, X? — X est un polynome
annulateur de p car p? = p.

— Sir: E — E est une réflexion, X2 — 1 est un polynéme annulateur de
r car 2 = Idg.

Ot chercher les valeurs propres, connaissant un polynéme annulateur mais
ne connaissant pas le polynéme caractéristique ?

Proposition 6.2 Si P est un polynome annulateur de u, respectivement de
A, alors :

Sp(u) C { racines de P }

respectivement

Sp(A) C { racines de P } .
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Démonstration : Si x est un vecteur propre de u associé a une valeur
propre A, alors :

u(z) =z = k>0, u"(x) = Nz

et plus généralement :

Qu)(z) = Q(A)x
pour tout polynome Q(X). En particulier : P(u)(z) = 0 = P(A)z = 0
= P(\) =0 car x # 0. g.e.d.

Théoréme 6.3 (de Cayley-Hamilton) Si E est de dimension finie,
Xu(u) =0
de méme xa(A) = 0.
EXEMPLE : — Si:

01 0—0 0——0 1

Y 1 0

N := \i’ ot J = 0\\

0—0 0—0 1 0

€ My(K),

alors : yy(X) = X"et x;(X)=X"—1et onabien N* =0et J" = I,.

Démonstration (s) du théoréme :

lére démonstration (algébrique) :

Notons B(X) € #,(K[X]) la transposée de la comatrice de X1, — A.
Tous les coefficients de la matrice B(X) sont des polynomes a coefficients
dans K de degré < n — 1. Il existe donc des matrices :

BO7 ) anl S %n(K)

telles que :
B(X)=By+XB, +..+X"'B,_, .

On a alors :
B(X)(XI,—A)=dét (X1, — A)l,

& (Bo+XBy+ ...+ X" 'B, )(XI, — A) = xa(X)I,

(on développe la partie gauche)

& —ByA+X(By—B1A)+X*(Bi—ByA)+..+ X" N(B,_o—Bn_1A)+X"B,_,
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(5) = xa(X) 1,
Notons cy, ..., ¢, € K les coefficients du polynéme caractéristique :
xa(X)=co+ ...+ c, X"
(co = %dét A, ¢, = 1) On a donc d’apres (5) :
—ByA = ¢l
By — B1A =1,

Bn—l = cn]n

et donc :
Xa(A) =col, + 1A+ ...+ ¢, A"

= —ByA+(By—B1A)A+(B1— By A) A* .. 4+(B,, 2 A" ' =B, ) A" '+ B, A"
=0

car « tout se simplifie » .

2éme démonstration (avec les matrices compagnons) : On suppose
E de dimension finie n. Soit © un endomorphisme de E. Soit v un vecteur
non nul de F. Soit 1 < k < n le plus grand entier tel que la famille :

v, u(v), ..., u" 1 (v)
soit libre. Alors forcément, la famille
v, u(v), ..., u" 1 (v), uF (v)

est liée et
uP(v) 4 e 1" (W) + ..+ =10
pour certains coefficients cg, ..., cp_1 € K.
Posons : F := (v,u(v),...,u*"*(v)). C’est un sous-espace vectoriel de E
(de dimension k) stable par u. De plus la matrice de la restriction u|r dans
la base

est la matrice :

0——0 —¢

A\

070 1 —¢h
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C’est une matrice compagon donc :
xaX) =Xt X+ o
D’apreés le lemme 5.7, x4 (X) divise x,(X) c-a-d :
Xu(X) = Q(X)xa(X)

pour un certain polynome Q(X) € K[X]. On a alors :

Xu(u)(v) = Q(u)xa(u)(v)
= Qu)(u"(v) + cp_1u" (V) + ... + cov)

= Q(u)(0) =0

finalement x,(u)(v) = 0 pour tout vecteur v de E et x,(u) = 0.
3éme démonstration (par les matrices triangulaires) :
Supposons que 7T est une matrice triangulaire :

TR

T=|

tn

Soient
1 0
0
€1 = yeeey En =

0
0 1

les vecteurs de la base canonique de IK™. On pose aussi :
Vi .= (e1, ..., €x)
sil<k<netV;:=0.0n aalors:
1<k<n, (T—t1,)(Vi) C Viy
donc :

(T — t11,)..(T — toL,)(K") = (T — t,1,)... (T — t,1,) (Vi)

gVn—l
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C(T = trL) e (T =t 1 1) (V1)
gv’an
C(T = 111 (T — tn o) (Vo)
gv’n73
o C(T — L) (Vi) C Vo =0

donc : (T'—t,1,,)...(T — t,1,,) = 0.
Or, xr(X) = (X —t1)...(X —t,). Donc :

xr(T) = (T — t11,,)..(T — t,1,) =0 .
Soit A € A, (C). On sait que A est trigonalisable c-a-d :
7P € GL,(K), °T triangulaire supérieure, A = PTP~" .
Mais alors x7(X) = xa(X) et :

Xa(4) = Pxa(T)P~" = Pxp(T)P™ =0 .

6.3 Polynomes annulateurs

Un polynéome annulateur d’'un endomorphisme u de E est un polynome
P € K[X] tel que P(u) = 0. Par exemple, en dimension finie : x,(X). Un
polynome minimal de u est un polyndme annulateur de u, non nul, de degré
minimal.

EXEMPLE : Des polyndmes minimaux des matrices :

0 1 0—

|

O, I, N := \0 € My(K),
1
0

0

sont respectivement : X, X — 1, X™.

Proposition 6.4 Soit m,(X) un polynéme minimal de u. Alors, m, DIVISE
TOUS LES POLYNOMES ANNULATEURS DE u.
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Démonstration : Si P(u) = 0, on fait la division euclidienne de P par
my

P=Bm,+ R
ou deg R < degm,,. On a :

0= P(u) = B(u)my(u) +R(u) = R(u) =0

R(X) est un polyndéme annulateur de u de degré < degm,,. Forcément,
R =0 et m,(X)diviseP(X). g.e.d.

Il existe donc au plus un unique polyndéme minimal unitaire (i.e. son
coefficient de plus haut degré vaut 1) de u (exo) c’est LE polyndéme minimal
de w.

Remarque : Si E est de dimension finie, y,(X) est un polynéme annu-
lateur de u (non nul) donc dans ce cas, le polynéme minimal existe toujours
de plus :

my(X) divise x,(X)
dans K[X].

On définit de méme les polynomes annulateurs et le polynome minimal
d’une matrice A € #,,(K).

Exercice 30 Si E est de dimension finie, le polynome minimal de u coincide
avec le polynome minimal de sa matrice dans n’importe quelle base de E.

Proposition 6.5 Soit P un polynéme annulateur de u un endomorphisme
de E. Alors, pour tout A € Sp(u), P(\) = 0. En particulier si le polynome
minimal m,, existe, m,(\) = 0 pour toute valeur propre A de u.

Démonstration : Si u(z) = Az, 0 # x € E. Alors, 0 = P(u)(x)
PNz = P(\) =0. q.e.

S|

Proposition 6.6 Les racines de m,(X) sont exactement les valeurs propres
de u c-a-d (si m,(X) existe) :

NeK, my(\) =0 \eSpu) .

Démonstration : 11 suffit de démontrer que si mu(/\) 0, alors A est une
valeur propre de u. Or dans ce cas, m,(X) = (X — A)Q(X) pour un certain
polynéome Q(X) de degré < degm,(X). Donc :

0=my(u) = (u—Ndg)Q(u) .
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Forcément (QQ(u) # 0 par minimalité de m,,. Donc u — Aldg n’est pas injective
et donc A est une valeur propre de wu. g.e.d.

Comment trouver le polyndme minimal d’une matrice ?

Théoréme 6.7 Soit A € #,(IK). On suppose que le polyndéme caractéris-
tique est scindé :

Xa(X) = (X = A)™ (X = A,)™
oumy,....,m, > 1, A, ..., \, € K, sont deux a deux distincts. Alors :
ma(X) = (X = A" (X =Nk
pour certains entiers : 1 < k; <m;,1=1,...,r.
Démonstration : On note ki, ..., k. les multiplicités de m4(X) en les va-

leurs propres Ay, ..., A.. On a déja vu que 1 < k; car ma(\;) = 0. On a aussi
k; < m;, la multiplicité de A; dans y4(X), car ma(X)|xa(X) qg.e.d.

Exercice 31

0100 0100 0100
) 0000 0010 0010
000 1 0000 000 1
0000 0000 0000
xa(X) X4 X4 X*
ma(X) X? X3 Xx*

Exercice 32 (Polyndme minimal d’une diagonale) Soit

A1
D =
An

alors mp(X) = [lespp)(X — A) 01 Sp(D) = {A1,..., \n} et les valeurs
propres sont comptées sans multiplicité.
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Nouveau critére de diagonalisabilité
On dit qu'un polynéme P(X) € K[X] est scindé a racines simples dans
K s’il se factorise en :

P(X) =ag(X —A\1)...(X =)\
o 0#aq € Ket A\j,..., \ € K sont deux a deux distincts.

Théoréme 6.8 Une matrice A € #,(K) est diagonalisable sur K si et
seulement si son polyndéme minimal est scindé a racines simples sur K.

Démonstration : = : Si A est diagonalisable, A est semblable a une
diagonale. Or deux matrices semblables ont le méme polynéme minimal (ezo)
. Donc il suffit de calculer le polynéme minimal d’'une matrice diagonale ce
qui est 'objet d'un exercice précédent.

<= Simu(X) = (X = A)...(X = \) avec Aq, ..., A € K deux a deux
distincts, la décomposition en éléments simples de la fraction ﬁ(x) donne :

1 o om P a,
mA(X)iX—/\l X =\

< 1 .
ol a; = ——~— pour tout 7.
7 mk(kz) p

Donc
1= CLlQl(X) + ...+ QTQT(X)

ou pur tout ¢ :
X T
Q. =" _ T (x - )

j=1
i

est un polynome. Si on applique cette égalité a la matrice A, on trouve :
I = a1Q1(A) + .. + a,Q.(A)
doncsi Z € K", on a:
Z = a Qi (A)(Z) + .. + a,Q.(A)(Z)
or, pour tout 1 <i <r, Q;(A)(Z) € ker(A — \;I,) car :
(A = Xiln)(Qi(A)(Z)) = ma(A)(2) =0 .

Par conséquent

@ ker(A—\1,) = K"
et A est diagonalisable.
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Remarque : on peut utiliser aussi le lemme des noyaux. Si mu(X) =
(X — A1) (X = Ap) avec Aq, ..., A\, € K deux & deux distincts, on a :

ma(A) =0< K" =kermy(A) =ker(A—M\1,) ®.... & ker(A — \.1,)

car les polynémes X — \; sont deux a deux premiers entre eux. En effet
si D(X) divise X — \; et X — \;, @ # j dans K[X], alors D(X) divise
X—=XN—(X—=X)=X—-X\ €K\ {0} donc D(X) est constant. Donc A est
diagonalisable.

Lemme 6.9 (des noyaux) Soit u un endomorphisme de E.
Soient P(X),Q(X) des polynémes premiers entre eux. ALors :

ker((PQ)(u)) = ker(P(u)) ® ker(Q(u)) .

Généralisation : sotent Py, ..., P. des polynomes deux a deux premiers
entre euzx. Alors :

ker(Py...P,)(u) = ker(Py(u)) @ ... ® ker(P,(u))
(énoncés similaires avec des matrices)

Démonstration :
On écrit 1 = AP + BQ@ pour certains polynomes A, B € K[X]. On a
donc :
Idg = P(u)A(u) + Q(u)B(u) .

Soit x € ker((PQ)(u)), alors :
z = Pu)A(u)(z) + Q(u)B(u)(z) .

Or,
P(u)Q(u)B(u)(z) = B(u)P(u)Q(u)(x) =0 .

. D?nc Q(u)B(u)(x) € ker(P(u)). De méme, P(u)A(u)(z) € ker(Q(u)).
’ v € ker(P(w)) + ker(Q(u)) .

Réciproquement, il est clair que

ker(P(u)) € ker((PQ)(u)) et ker(Q(u)) C ker((PQ)(w)) -

Donc :

ker(PQ)(u) = ker P(u) + ker Q(u)
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montrons que cette somme est directe : soit x € ker P(u) Nker Q(u). Alors :
z = A(u)P(u)(z) + B(w)Q(u)(z) =0 .

Pour le cas général : on raisonne par récurrence sur r :
Montrons d’abord que :

ker(Py(u)) + ... + ker(P.(u)) = ker((Py...P,)(u)) .

Soit x € ker((P;...P,)(u)). Alors comme P; et P, sont premiers entre eux,
ona:
1=AP + BP,

pour certains polynomes A, B € K[X]. Donc en appliquant cette égalié a w :
7 = A(W)Py(u)(x) + B(u) Py(u)(2)
or : A(u)Pi(u)(z) € ker(Ps...P,)(u) car :
(Py...P)(w)A(u) P (u)(x) = A(u)(Py....P) (u)(z) =0 .
Donc par hypothése de récurrence :
A(u)Pi(u)(x) € ker(Po(u)) + ... + ker(P,(u))
et de méme :
B(u)Py(u)(x) € ker(Py(u)) + ker(Ps(u)) + ... + ker(Pr(u))
et donc :
r = A(u)Py(u)(z) + B(u)Pe(u)(z) € ker(Py(u)) + ... + ker(P,(u)) .

Il reste & montrer que cette somme est directe :
Supposons que
1+ ...+z,=0

pour certains x, € ker(Py(u)),...,z, € ker((P,(u)). si on applique P;(u), on
trouve :
Pi(u)(zg) + ... + Pi(u)(x,) =0
Or, Pi(u)(z2) € ker(Py(u)),..., Pi(u)(z,) € ker((P.(u)) donc par hypo-
thése de récurrence :
P (u)(z2) = ... = Pi(u)(z,) =0

Or : ker Py(u) Nker Py(u) = 0sii > 1 car P, et P; sont premiers entre eux!.
Donc :
To=..=x,=0

et forcément, r; = 0. q.e.d.
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Corollaire 6.9.1 Une matrice A € #,(K) est diagonalisable sur K si et
seulement si elle admet un polynome annulateur scindé a racines simples sur

K.

Corollaire 6.9.2 Soit u un endomorphisme de E diagonalisable sur K. Si
F est un sous-espace de E stable par u, alors la restriction u|p est encore
diagonalisable.

Démonstration : En effet,
my(u) =0 = my(ulp) = 0= my, divise m,

mais si m,, est scindé & racines simples sur K, tous ses diviseurs le sont aussi.
q.e.d.

7 Décomposition spectrale

Soient E = [K—espace vectoriel de dimension finie et u € Z(F).
Objectif : (si E est de dimension finie) construire une base 4 telle que :

p

ou les T; sont des blocs triangulaires supérieures avec diagonale constante.

7.1 Sous-espaces caractéristiques

Définition 21 Soit A\ € K. Un vecteur propre généralisé de u de poids )\ est
un vecteur v € E tel que :

(u— Aldg)™v =0

pour un certain entier m > 0. Le plus petit entier m de la sorte est appelé la
hauteur de v.

En particulier, les vecteurs propres sont des vecteurs propres généralisés
de hauteur 1. Il est bien pratique de considérer le vecteur nul comme un
vecteur propre généralisé de hauteur 0 pour tout A € K.
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EXEMPLE : Soit £ := €*(R) le R—espace vectoriel des fonctions réelles
infiniment dérivables. Considérons I’endomorphisme de dérivation v := D :
E — E, f — f'. Les vecteurs propres associés & A € R sont les fonctions
(non nulles) proportionnelles & e*® et les vecteurs propres généralisés sont
les fonctions de la forme p(z)e*® pour un certain polynome p(x) (en effet, si
f =e’yg, alors :

(D — Ndg)™(f) = eMg™ =0 < g™ =0
< g est un polynéme de degré <m —1 .

La hauteur d’une telle fonction e*p(z) est degp + 1. En particulier, les
polynomes sont les vecteurs propres généralisés associés a 0.

Remarque :

Si v est un vecteur propre généralisé de hauteur m associé a A € K, alors

(u — Ndg)™ o

est un vecteur propre de poids (c-d-d de valeur propre) A. Donc A est une
racine du polyndme caractéristique (si E est de dimension finie).

Exercice 33 (important) L’ensemble des vecteurs propres généralisés de
poids A et de hauteur < m est un sous-espace de E, stable par u : c’est
exactement ker(u — N\Idg)™.

On a une chaine croissante de sous-espaces stables :
ker(u — Mdg) C ker(u — Aldg)? C ...

Définition 22 Soit A € K. Le sous-espace caractéristique de u de poids A
est la réunion :
EAu) := U ker(u — Aldg)"
c-a-d :
EMu)={ve E : ?m>0, (u— \dg)"(v) =0}

c’est un sous-espace de E stable par u.

Remarque :
La suite des dimensions est croissante :

dim ker(u — Mldg) < dimker(u — Aldg)* < ...

En dimension finie, cette suite est stationnaire donc il existe un entier m
tel que : EA(u) = ker(u — A\Idg)™.

Nous allons maintenant voir pourquoi cette notion de sous-espace carac-
téristique est importante.

Rappelons que pour tout A, le sous-espace E*(u) est stable par u et donc
par tout polynéme en u.
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Lemme 7.1 i) Si dim E*(u) < oo, alors il existe une base de E*(u) ou
la matrice de la restriction U’E)\(u) est triangulaire supérieure avec A sur la
diagonale :

ii) Pour tous u # X\, (u — uldg)™ est injectif sur E*(u).

Démonstration : i) Soit k := dim(E?*).
Notons V; := ker(u — Aldg)’ pour tout ¢ > 0. (Donc Vg, = {0}).
Soit m > 0 le plus petit entier tel que V,,, = Vj,41; Alors :

0=VocVicCc..CcV,=Vuu
# # #

de plus :
V€ Vo & (u— Ndg)" 0 =0
& (u—Adg)v € Vi
< (u—Adg)v €'V,
< U E Vm+1
donc Vm = Vm+1 = Vm+2 = Vm+3 = ... = E)\.
Soit ey, ..., ex, une base de V; = ker(u — AMldg) que 'on compléte en une
base ey, ..., e, de Vo = ker(u — Aldg)?, que 'on compléte en ...... ete, que 'on

compléte en ey, ..., e, une base de E*.
On aalors : k1 < ko < ... < k,, = k et pour tout 0 <i <m :

‘/7; = <€1, ceey eki> .
Or pour tout 7 > 1 :
(u—Aldg)(Vi) € Via
en particulier,
vki,1 <7< ki, U<€j> = )\ej mod <€1, e 6k171>
et la matrice de la restriction
’LL‘E/\

dans la base ey, ...e;,, est triangulaire de la forme :

m

p= N

A
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i) Il suffit de montrer que (u — uldg) est injectif sur E*(u) c-a-d :
ker(u — pldg) N E*(u) =0
or, si (u— pldg)(z) =0 et z € E*(u), alors :
(u = Aldg)(z) = (u— pldp)(z) + (b — Az

= (1= Az
1>0, (u—ANdg)(z) = (u— N
= (p—Nz=0
pour [ assez grand car x € E*(u). Donc z = 0, car p # \. q.e.d.

Proposition 7.2 Si E est de dimension finie, alors le sous-espace caracté-
ristique de u de poids \ est de dimension la multiplicité de X dans le polyndéme
caractéristique x,(X) :

dim E*(u) = mg()) .

Démonstration : Soit ey, ..., e, une base de E*(u) =: E* ou la matrice de la

restriction u|ga(, est de la forme :

Donc Xl s (X) = (X =M~
E
On compléte la base eq, ..., e en :

€153 €Ly Clt1y---5 En

une base de E.
Remarquons que E* est stable par u en effet :

(u—ANdg)™(v) =0= (u— Aldg)"u(v) = u.(u— Aldg)"(v) =0 .

Dans cette base, la matrice de u est de la forme :

B|7
0D
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ouD e %n,k(]K)
Donc :
Xu(X) = (X = X)xp(X)
il reste donc a montrer que xp(A) # 0. Sinon, il existerait 0 # w € (exi1, ..., €n)
tel que : Dw = \w.
Mais alors :
w(w) = Aw +y

avec y € E*. Donc :
(u — Mdg)w € E* = ker(u — Aldg)™
= (u— Mdg)"w =0
= w € E*N (eri1, ) en)
=w=~0

contradiction ! q.e.d.

Proposition 7.3 Les sous-espaces caractéristiques de poids distincts Ay, ..., A,
sont en somme directe

Démonstration : Soient vy, ..., v, tels que :
v+.+v.=0

et v; € BN pour tout i.
Pour tout i, il existe un entier k; tel que :

v; € ker(u — \JIdg)F

il suffit donc de vérifier que les polynomes (X —\;)* sont deux & deux premiers
entre eux car alors : les sous-espaces ker(u — \;Idg)* sont en somme directe
d’aprés le lemme des noyaux et v; = ... = v,, = 0. Nous allons montrer que
PX)=(X-=-N" Q(X) = (X —u)" m,n entiers > 1, A\ # p € K sont
premiers entre eux. Soit ¢ := Ti/\ On a:

L=c((X =)= (X —p)
en élevant a la puissance m+n — 1 :
L= ™ (X)X — )™+ s(X)(X — p)")

pour certains polynomes 7(X), s(X) € K[X] de degrés respectifs <n —1 et
< m — 1 (exo) (utiliser la formule du bindéme). Donc, P(X) et Q(X) sont
premiers entre eux. q.e.d.
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Théoréme 7.4 Supposons E de dimension finie. Si le polynome caractéris-
tique de u est scindé sur IK, alors :

E=ag_ B
0l A1, ..., A sont les racines distinctes de x,(X).

Démonstration : On a déja vu que la somme est directe. Si x,(X) = (X —
A1) (X —\)™r, alors d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, y,(u) = 0
donc :

E = @;ker(u — \Idg)™ C @, EM .

=2
®
&

Interprétation géométrique des multiplicités du polynéme minimal

Supposons que E est de dimension finie et que le polynome caractéristique
de u est scindé sur K. Alors, comme le polynéme minimal m, (X) de u divise
Xu(X), M, (X) est aussi scindé sur K. Factorisons-le :

mu(X) = (X = AP (X = \)Fr
pour certains Aq, ..., A, € K deux a deux distincts et certains entiers k; > 1.

Théoréme 7.5 Pour tout 1 < i < r, k; est ausst le plus petit entier m tel
que

ker(u — \Idg)™ = ker(u — A\ Idg)™ ™ (= EN)
Démonstration : Notons m; le plus petit entier m tel que
ker(u — \Idg)™ = ker(u — \Idg)™
pour tout 7. Alors :
E = @, B = @;(ker(u — \Idg)™)

donc :
(u—MIdg)™...(u — A\ Idg)™ =

et le polynome (X — A;)"™...(X — A\,)™ annule u donc :
m, (X)) divise (X — A)™ . (X — A)™"
et k; < m; pour tout i.
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D’un autre coté, m,(u) =0 =

Pker(u — A\ldp)" = E .

i=1
Soit x € E*. 1l existe 7, € ker(u — A\)™, ..., x, € ker(u — \,)* tels que :
rT=x1+ ..+ x,
S € BN <@§‘;i ker(u — )\deE)’“j>
C BN <@2;1 EAJ'> — 0
Donc x = x; € ker(u — \;Idg)*. Dot :
B = ker(u — NIdg)™ C ker(u — M\Idg)"

et donc k; > m,. g.e.d.

7.2 Projecteurs spectraux

Soit ' un K —espace vectoriel de dimension quelconque. Soit u € Z(F).

On suppose qu’il existe un polynéme P scindé sur K qui annule v : P(X) =

(X — M\)%, pour certains \; € K deux a deux distincts et des entiers
a; > 1.

Proposition 7.6 (i) 1l existe pour tout i un polynome Q;(X) € K[X] tel
que Q; = 1 mod (X — \;)% et Q; = 0mod (X — \;)% pour tous j # i.
(ii)) On a E = &]_, ker(u — \Idg)*. On note m; les projecteurs associés.
(iii) Pour tout i, m; = Q;(u).
(iv) Si\€ K, onaEMu):= Upsoker(u — Mdg)" =0 si A g {\ : 1<
i <r} etker(u— NIdg)® si A = \;.

On dit que les projecteurs m; s’ils existent sont les projecteurs spectrauz
de wu.

Démonstration : On décompose en ¢léments simples : 1/P =Y, U; /(X —
A;)% pour certains polynomes U;. Ona alors 1 = 3, U; [T5=1 (X —A;)%. Il suffit

G
de poser Q; := U; IT=1 (X — A;)%. Comme @Q;(X) = 0mod (X — \;)%,siz €
i

ker(u—A;Idg)%, Q;(u)(z) = 0. De méme, comme @;(X) = 1 mod (X —\;)%,
ona Q;(u)(z) —x=0siz € ker(u— N\Idg)*. Enfinsi A € {\; : 1 <i<r},
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si n > 0, les polynoémes P(X) et (X — A\)" sont premiers entre eux donc
ker(P(u)) = E et ker(u— Aldg)™ sont en somme directe d’aprés le lemme des
noyaux donc ker(u — A\ldg)* = 0. Si A = \;, sin > a; et x € ker(u — Aldg)",
alors © — m;(x) € ker(u — \Idg)” N @', ker(u — A\ Idg)% = 0 (d’apres le

e
lemme des noyaux). Donc x = m;(z) € ker(u — \;)*. q.e.d.

a retenir : les projecteurs spectraux sont des polynémes en u.

7.3 Décomposition de Dunford-Jordan

Un endomorphisme N de E est nilpotent si N¥ = 0 pour un certain k& > 0.

Théoréme 7.7 Soit u € L (F) tel que u est annulé par un polyndome scindé
sur K. Alors il existe un unique couple (d,n) tels que :

0)d,ne ZE);

i) d diagonalisable, n nilpotent ;

i1) dn = nd ;

i) u=d+ n.

De plus, d,n sont des polynomes en u.

Cette décomposition
u=d+n

est appelée décomposition de Dunford-Jordan.
Remarque : Méme énoncé avec une matrice A a la place de u.
Démonstration :
soient 7; les projecteurs spectraux de wu.
— existence : d := M\ + ... + Ay, ni=u —d.
Pour tout x € E*, d(x) = \yx. Donc

FEN C ker(d — \;1dg)
et :

et d est diagonalisable avec les mémes valeurs propres que .
Pour tout z € BN,
n(z) =u(z) — d(x)

= (u— N1dg)(2)

et par récurrence :

() = (u—A)"(z) .

Donc si k > maxj<i<, {k;}, n*(z) = 0.
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On a construit d et n comme des polynémes en u ce qui est important
pour la suite.

Lemme 7.8 Soit (dy)acey une famille d’endomorphismes de E diagonali-
sables qui commutent deux a deux. St E est de dimension finie alors il existe
une base commune de diagonalisation.

Démonstration : Si tous les d, sont des homothéties, c’est évident. Sinon
on raisonne par récurrence sur dim £ et on choisit un d,, qui n’est pas une
homothétie. Soient Ay, ..., A, ses valeurs propres distinctes. Alors pour tout
i, Vi := ker(dn, — A\;) est un sous-espace de E de dimension < dim E (car
d,, n’est pas une homothétie) et chaque V; est stable par d, pour tout o
(car dody, = dayda). Par hypothése de récurrence il existe une base %; de V;
formée de vecteurs propres communs a tous les d,. La réunion :

FLU...UB,

est alors une base de V; @ ...®V, = F, une base de diagonalisation pour tous
les d,,. q.e.d.

— unicité : supposons que u = d' +n’ avec d’ diagonalisable, n’ nilpotent
et dn' =n'd. Alors : d —d =n —n'. Or n’ commute avec d’ et n’ donc avec
u=d +n’ et avec n qui est un polynéme en u. On en déduit que n’ — n est
nilpotent (ezo) .

De méme, d’ commute avec u donc d’ laisse stable chaque E* = ker(u —
A\iIdg)*. Mais alors

d, | EXNi

est diagonalisable et :

est diagonalisable et nilpotent donc nul (nilpotent = la seule valeur propre
est 0 et diagonalisable avec pour seule valeur propre 0 = nul). Donc d' =
sur chaque E*, comme E = @,FE*, par linéarité, d = d. On a aussi :
n=u—d=u—d=n.
A retenir :

— d = M\ + .. \.7, et les valeurs propres de u sont les valeurs propres
de d.

— diagonalisable + nilpotent = nul.

Exercice 34 Si E est de dimension finie, si x, est scindé dans K, alors on
a une décompositionde Dunford-Jordan v = d+n et x,(X) = xa(X).
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indication : si Aj, ..., A\, sont les valeurs propres distinctes de wu, si y,(X) =
(X — X\;)%, alors les valeurs propres de d sont les \; et comme d est
diagonalisable, xq4(X) = [T/, (X — X)) BN Or By (d) = 371 = ker(u —

Ai)% qui est de dimension a;.
Proposition 7.9 Soit u un endomorphisme avec une décomposition de Dunford-
Jordan : uw=d+ n, d diagonalisable, n nilpotent et dn = nd. Alors :

— u diagonalisable & u=d < n=0;

— u nilpotent < u=n < d=0.

Démonstration : C’est une conséquence directe de la décomposition de

Dunford-Jordan. q.e.d.
EXEMPLE :
Ao : Qs ;
—sid=| U |[.D=xLetN=| _ |
A 0
1 3
— ATTENTION! si u = ,d=wu,n=0.
0 2

7.4 Calcul pratique des projecteurs spectraux
7.4.1 Meéthode

Soit u € Z(F). Supposons que () # 0 est un polynéme annulateur de u
scindé sur K (en particulier x,, est scindé!) (Plus le degré de @ est bas moins
compliqués sont les calculs).

lére étape : Factoriser () :

Q= (X =) (X =\)r

A; deux a deux # et [; > 1.
1

2éme étape : Décomposer 5 en éléments simples :

1 RiX)
() 0 (X — A\ +

ot R;(X) : polyndmes de degré < [; (une telle décomposition est unique).

3eme étape : my, = Ri(u)Qi(u) ot Qi(X) := 253 = Misjer (X—=2;)".

justification : la décomposition (x) multipliée par () donne une relation
de Bézout :

1= Ri(X)Qi(X) + (X — \)"S(X)

pour un certain polynéme S(X).
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7.4.2 Exemples

a) cas ou u diagonalisable avec seulement 2 valeurs propres :
si

1 11
A=|[1 11
1 11

alors on sait que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont 0, 3. Les
projecteurs spectraux associés m, mp vérifient :

7T0+7Tg=]get3ﬂ'3:D:A

donc : _lAet i _}A
T3 = 3 o = 13 3
b)
1 0 -3
A=| 1 -1 -6
1 2 5
xa(X) =ma(X) = (X - 1)(X — 2)2
1 3_X
maX) X -1 (X—2p2
oma(X) | ma(X)(3 - X)
=X ooy
donc :
m= (520 () = (a-onp en = (MO0 ) - —gesaacar,

7.5 Formes normales des matrices

7.6 Réduction de Jordan

Nous allons montrer que toute matrice dont le polynéme caractéristique
est scindé est semblable & une matrice diagonale par blocs avec des blocs
« presque » diagonaux.
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7.6.1 Blocs de Jordan

Définition 23 Un bloc de Jordan est une matrice de la forme :

A1 0-0
N |
0 \0
T = \\1 e M,(K)
0——0 A\
ou N € K,n>0.
On a :
k
\
0 0 1 0 0
(J)\,n_)\[n>k: : o 1] si0<k<n—-1
: 0

et (Jan — M) =0sin <k

On a aussi Jy, — puf, inversible si p # .

Exercice 35 Le polynome caractéristique et le polynome minimal d’un bloc
de Jordan sont égauz a (X — \)".

Définition 24 Une matrice de Jordan est une matrice diagonale par blocs
de la forme :

J1

ou les J; sont des blocs de Jordan.

Exercice 36 Une matrice de Jordan est diagonalisable si et seulement si ses
blocs sont tous de taille 1.
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7.6.2 Matrices nilpotentes

Supposons que E est un IK—espace vectoriel de dimension n. Soit u un
endomorphisme de F.

Définition 25 Soit e € E. On appelle hauteur de e, notée h(e), le plus petit
entier m > 0 tel que u™(e) = 0.

Lemme 7.10 Sie € E un vecteur de hauteur m. Alors

sont linéairement indépendants.

Démonstration : Supposons que
e+ oo + Ap1u™ He) = 0

et que \g est le premier coefficient # 0, 0 < k < m — 1. Alors si on applique

u™ %=1 on trouve :

At ) =0
car u™ !(e) # 0 absurdo. g.e.d.

dim E

Corollaire 7.10.1 On a forcément, u = 0 pour tout endomorphisme

nilpotent de E.

Définition 26 On dit que le sous-espace (e,u(e),...,u™ 1(e)) est le sous-
espace cyclique de u engendré par e.

Un sous-espace cyclique est invariant par u (ezo) et la restriction de de u
au sous-espace cyclique :

a pour matrice



dans la base
u™(e), ..., ule), e .

Remarque : [importante| Soit e un vecteur de hauteur m. Un vecteur x
du sous-espace cyclique

{e,u(e),...,u™ (e))

qui n’est pas dans l'image de u est de hauteur m.
En effet, si
T =o€ + .o + A" (e)

avec Ao # 0, u™(z) = 0 et u™ H(z) = Au™ *(e) # 0.

Théoréme 7.11 L’espace E est une somme directe de sous-espaces cy-
cliques de l'opérateur u :

E=FE®..0F, .

En particulier, il existe une base de E ot la matrice de u est une matrice de
Jordan de la forme :

JO,nl

JO,nT

Et le nombre r de composantes est r = dim ker u

Démonstration : Supposons que F est une somme directe de sous-espaces
cycliques
Ei = <€i7 ceey Uni71<€i>>

alors, la matrice de u dans la base :

unl—l(

1), e, u™ ey, . eq, . u e, ), e

est de la forme
JO,nl

JO,n,«

donc :
rangu = rangJy ,, + ... +rangJy,,

(nm—1)+..+(n —1)=dmE —r
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& r=dim F — rangu = dim keru .

Démontrons par récurrence sur n = dim £ > 0 que E est une somme
directe de sous-espaces cycliques. Sin = 0, il n’y a rien & montrer. Supposons
que n > 0.

Comme u n’est pas surjective (ezo) , il existe un sous-espace de F, disons
H, de dimension n — 1 tel que :

ImuCH .
Ce H est stable par u. Par hypothése de récurrence,
H = H1 EB EB Hr

ou les H; sont des sous-espaces cycliques de u|g (donc de ). On choisit un
vecteur e € £\ H.
On a:
ule) = uy + ... +u, , i, u; € Hy .

Si pour un certain i, u; = u(v;), avec v; € H;, alors on remplace e par
e—wv; € E '\ H.On peut donc supposer que pour tout ¢ =1 a r, u; = 0 ou
w; € H; \ u(H;). Cest-a~dire : u; = 0 ou H; est cyclique engendré par u;.
Ona:
h(u(e)) = max h(u;)(exo) .

Quitte a renuméroter, on peut supposer que
h(u(e)) = h(uy) =:m .
Mais alors : h(e) = m + 1. Vérifions que
E = {e,u(e),..,u"(e)) ®Hy & ... ® H, .
Comme h(u;) = dim Hy =m, on a :
dimE =dimH + 1= (m+ 1)+ dim H, + ... + dim H,
et il suffit de démontrer que
(e,.,u™e)N(He®..®H,)=0 .

Si Ape + ... + Apu(e) € Hy @ ... ® H,, alors, comme e € H, \g = 0.
Or, u(e) = uq + ... + u, donc :

Au(e) + .o+ Apu™(e) = Mg + .o + A H(ug) mod Hy @ ... @ H,
= \up + ...+ )\mum_l(ul) e Hi N (H2 D...D Hr> =0

car h(uy) =m. q.e.d.
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Exercice 37 Les 5 matrices suivantes :

0100 0100 0100 0100
0. 0000 7 0000 | 0010 | 0010
0000 0001 0000 0001
0000 0000 0000 0000

sont deux a deux non semblables et toute matrice nilpotente 4 x 4 est
semblable a l'une d’elles.

Indication : pour justifier que la 3éme et la 4éme matrice ci-dessus ne
sont pas semblables, comparer leur carré.

7.6.3 Reéduction de Jordan

Théoréme 7.12 Soit u un endomorphisme de E dont le polynome caracté-
ristique, x.(X) est scindé sur K.
Existence : il existe une base de E ou la matrice de u est de Jordan i.e. :

Ji

Mat(u) =

J,

ot les J; sont des blocs de Jordan.

Version matricielle : si A € #,(KK) a son polynome caractéristique scindé
sur I, alors, A est semblable (sur IK) a une matrice de Jordan.

Unicité : le nombre de blocs de Jordan de la forme Jy , noté :

NEK,"m>1, Ny i={1<i<r : Ji=Jym}

ne dépend que de u (ou de A) :
les N\ qui apparaissent sont les valeurs propres de u (ou de A) et plus
précisément, on a :

Nam = 1g (u — Mdg)™ " — 2rg (u — Mdg)™ +rg (u — Aldg)™ !
pour tout A € K et tout m > 1.

Remarque : En particulier, ce théoreme s’applique & TOUTES les
matrices complexes.
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Démonstration : Existence : notons E*, ..., E* les sous-espaces propres
généralisés de u. Alors chaque E* est stable par u et E se décompose en :

E=FEM®..¢EM .

De plus , pour tout 1,
'U/’EAi - )\ZIdE'Az

est nilpotent. On peut donc appliquer le théoréme 7.11 & u| g, — A Id gy, pour
tout 7. Et on remarque que :
JO,n1 ‘])\,TLI
+ )\In1+-~-+nr =
‘]0 Ny J)\ Ny

)

Unicité : remarquons que :

n SETED)
rg(JA,n—MIn)k: n—k sip=Aet0<k<n-—-1
0 sipg=Aetn <k

donc si la matrice de v dans une certaine base est une matrice de Jordan :

J)\l,m

J)\T,m«
alors :
rg (u— Aldg)* =Y rg (Ja,n, — Ma,)"
q=1
= Z (ng — k) + Z g
g :%\ir} q>k ):i;él)\
d’otu :
rg (u—Mdp)* " —rg(u—Adp) = > ((ng— (k— 1)) — (n, — k))
q=1

Ag=A,ng>k—1
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q=1
Ag=X,ng>k

et finalement :

(rg (u—AIdg) ' —rg (u—Ndg)*)—(rg (u—Ndg)*—rg (u—Nldg)*™) =

& rg (u— Aldg) ™t — 2rg (u — Aldg)* +rg (u — Aldg)* ' = Ny, -

g.e.d.

Applications

— Si A € #,(C), alors A est semblable a ‘A. En effet, il suffit de le
vérifier lorsque A est un bloc de Jordan (ezo) .

— Si N € #4(K) est nilpotente, alors N est semblable & une et une seule
des 5 matrices suivantes :

o o o O
o o o
o o o O
o o o O
o o o O
o o O =
o o o O
o = O O
o o o o
o o o =
o O = O
o o o O
o o o O
o o o =
o O = O
S = O O

Il y a une infinité de matrices nilpotentes 4 x 4 mais il n’y en a que 5 a
similitude pres.

— Si A € #3(K) a pour polynéme caractéristique : xa(X) = (X —
1)(X — 2)? alors A est semblable

1 00 1 00
a 0 2 0 ou a 0 2 1
0 0 2 0 0 2

Théoréme 7.13 Soient A et B deux matrices nilpotentes de taille n. Les
matrices A et B sont semblables & Y1 < v <n/2, rg (A”) = rg (BY).

Corollaire 7.13.1 A et 'A sont semblables.
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& Puissances

8.1 Motivation
— Probléme : résoudre
Uy = QUp_1 + bVU,_1
Vp = CUp_1 + dv,_q
ou a, b, c,d sont fixés ou bien :
Uy = AUp_1 + DUp_o

ou a, b sont fixés.
Ces deux problémes se réduisent au calcul de A* ot :

a b 0 1
A= ou
c d b a

8.2 Cas diagonalisable

— cas diagonal : soient \q,..., A\, € K, alors :

k
A Ak

k>0, =
A A
— cas diagonalisable : si A = PDP~! avec A, P,D € .#,(K), D diago-

nale, P inversible, alors :
AP =PDF P!

C’est encore plus simple avec les projecteurs spectraux :
siA=\m+ ...+ A7,

ou les \; sont les valeurs propres de A et les m; les projecteurs spectraux

associés, alors :
V>0, AF = Moy 4 Mo,

c’est vrai aussi pour k entier négatif lorsque tous les A; sont non nuls.
EXEMPLE : Si

1—1
A= N | € #4.Q)
1—1
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alors les valeurs propres de A sont 0 et n, et :

A=nm, = "k, A¥ =nFr, =nF1A .

cost —sint
Exercice 38 — Si A = , alors :

sint cost
A=er_+e'n,

ol :

Vérifier alors que :

. . coskt —sinkt
Ak — e—zktﬂ__ + ezktﬂ_+ —
sinkt coskt

— Si A= alors
1 1
e L[ abmat
’ V5 oF —oF gkt rk+1
on o = 1+2‘/5 et o = 1_2‘/5.
011
Exercice 39 Soit A:==| 0 0 1 |. Soit p l'unique valeur propre réelle de
100
A et m, le projecteur spectral associé.
P op P
a) Vérifier que m, = 73,;21—1 1 pt »p
p 1 p
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b) Vérifier que les deux valeurs propres complexes conjuguées de A sont
de module < 1 et en déduire que :

= lim At
0t = lim T, )
1 0 -3
Exercice 40 Si A .= 1 —1 —6 |, alors :
-1 2 5

Vérifier que :

4 —6 —06 -3 6 6
m=12 -3 -3 |etm=| -2 4 3
0 0 0 0 01

et en déduire que pour toutn >0 :

3n—6 —6n4+12 —9n+ 12 4 —6 —6
A" =2""11 3, -4 —6n+8 -9n+6 |+| 2 —3 -3
-n 2n 3n+2 0O 0 0

8.3 Cas général

Définition 27 Pour tous entiers n, k, on définit le coefficient binomial par :

@ ol 1)...];71— k+1)

sik:Znet[(Z) =Ck:=0sik>n.

Les (Z) sont des entiers.

Proposition 8.1 Soient A, B € #,(K) deux matrices qui commutent. Alors :

k
k>0, (A+ B) Z()AJB’H.



En particulier, si A = D 4+ N avec D diagonalisable et N nilpotente qui
commutent :

b~ (B g
A =3 (M) pring

j=0 \J

Proposition 8.2 Soit A € #,(KK). On suppose que le polynéme minimal
de A est scindé :
ma(X) = (X = A" (X = \)F

les \; étant deux a deux distincts. Notons m, ..., 7, les projecteurs spectraux
associés aux valeurs propres Ay, ..., \.. Alors :

r min{k,k;—1} L . .
k>0, 4" =>" ( > ( ,)AfJ(A — )\Jn)ﬂ) i .
i—1 =0 J

Démonstration : 11 suffit de vérifier cette formule sur chaque sous-espace
caractéristique E*. Orsiz € BN, Ax = Na+ (A— NI,z et (A—\)Fiz = 0.
qg.e.d.

8.4 Suites récurrentes

Théoréme 8.3 Soient aq,...,a, € C. On suppose a, # 0.
On note P(X) = X? — a1 XP™' — ... — a,, Mi,..., \, ses racines (s.e.
distinctes) et ky, ..., k. leurs multiplicités respectives.
Alors les suites vérifiant :
n > P, Up = A1lUp—1 + ... + AQplp_p
sont les suites de la forme :
U, = Pr(n)A} + ... + P.(n)\}

ou P; sont des polynomes de degré < k;.

— rem : P; peuvent étre déterminés par uo, ..., Up_1.
EXEMPLE : Sip=1,

n>1, up = ajtn_1 < n>1, u, = upay .
Sip=2,
n > 2, Uy = A ln_1 4 Qolin_o < 0> 2, up, = A AT + Ay
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pour certains ag, as si X2 — a1 X —as = (X — A\1)(X — X)) avec A\; # g et :
N> 2, Uy = Uy 1 + AoUp_o & > 2, u, = (an + B)A"

pour certains a, 8 si X2 — a1 X —ay = (X — N2

Exercice 41 Soit (u,) la suite définie par :

v
UOZO, u1:17 TLZ2, Up = Up—1 + Up—2

Y >0, u, = \}5 ((1 +2\/5>" - (1 —2\/5>">

Démonstration : Si u, = nFA\?, avec 0 < k < k;, alors pour tout n > p :

alors :

Uy — AUy ] — oo — Aty = NN —ay(n — DA — L —a,(n — p)P AT P

= A77 ((n=p)"PON) + (n = p) AP (N) + .+ AFPB (V)
=0.
Réciproquement, si :
Yn > D, Up = AUp—1 + ... + Aplip_p

alors on pose :

Up—p+1

Unp,

On a alors :
Vn > P, X, = Aanl

ou A € M,(K) est la transposée de la matrice compagnon du polynéme
P(X) :

0 1 0\0
A= \\0
0—0 1
Qp oo aq

donec :



Notons 7, ...7, les projecteurs spectraux correspondants. D’aprés la propo-

sition 8.2,
r min{n,k;—1} n ‘ ‘
n>p, A" = Z Z ( ,))\?_j(A — L) |7
i—1 =0 J
:Z)\;‘ (Z (]) A— AI))
Or,

n>p, X, = A" PHX,

= A"X,

: Al
si on pose Xy := A"PX,
Donc, u,, est la derniére composante du vecteur :

S < (j)(A AI)\; mi(Xo)

7=0

et il suffit de remarquer que si 0 < j < k; — 1,

(n) nn—1)...(n—j+1)

J 7!

est un polynéme en n de degré < k;.

9 Exponentielle

Dans ce chapitre, les matrices sont complexes !

9.1 Suites de matrices

Définition 28 On dit qu’une suite (Ag)rew de matrices complezes converge
vers une matrice A si pour tous i,j la suite des coefficients Ay, ; converge

vers le coefficient A; ; dans C.

On pose :
Al := max } _ |ai ]
J

pour toute matrice A.
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— propriétés : c’est une norme multiplicative! c-a-d : pour toutes ma-
trices A, B € #,(C), pour tout A € C, on a :

) [[JAlll =0< A=0;

i) [[|[A+ Bl < [[IA[ll + [[IBIl;

iii) [[[AA[[] = [A[[[A]l];

iv) [[[ABI|| < [||A[[I[||B]]]-

Remarque : Si A = (a;;)1<ij<n, alors pour tous 1, j, |a; ;| < |||A]||. On
en déduit qu’'une suite de matrices (Ay)gen converge vers une matrice A si :

tim 14, — Afl =0 .
—00

Exercice 42 En déduire que si (Ayg) et (By) sont des suites de matrices qui
convergent vers A et B, alors :

k—o0

Ty
Exercice 43 On pose pour tout X = : € K™ : || X]|| := maxl_; |x;|.
Tn
Alors : 14X
H‘A’H = )fg% ||XH
X#0

pour toute matrice A € M, (C).

9.2 Définition de exp(A)

Théoréme 9.1 Pour toute matrice A € #,,(C), la série :
) Ak
k!

k=0

converge dans #,(C). On note :

sa limite. C’est la matrice exponentielle de A.
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Démonstration : 1l suffit de démontrer que les séries de coefficients
convergent. Or pour tous 7, j, on a :

= [1A[l1*
<2
- |
P
— Al o
.. , . o AL
Donc pour tous i, j, la série 3°32, -5 converge dans C. q.e.d.
A1
Exercice 44 Pour une matrice diagonale D := , on a
An
eM
expD = 7
e)\"/

Théoréme 9.2 (propriétés de ’exponentielle) On a :
exp0 =1, et exp(A+ B) =exp Aexp B

pour toutes matrices A et B qui commutent. En particulier, pour tout A €
M, (C), la matrice exp A est inversible d’inverse exp(—A). On a aussi :

exp(kA) = (exp A)*
pour tout k € 7.

Remarque : Attention! si A, B ne commutent pas, en général exp(A +
B) # exp Aexp B.
Démonstration : Montrons que exp(A + B) = exp Aexp B :

=0 v/ \j=0 J: P
AB A B

- T 453y

0<7,]<m /’/' ]' =0 ¢,5>0 /L! ]!
i+j=k
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A" BI A" BI
P LR

ocijem I odigln i !

i+j<m

0<i,5<m 7" j'

At B

i+j>m
donc :
“m >0, || (Z,) (Z ~|> _ZT\H
i=0 v/ \4j=0 J: k=0 :
Al BJ
<[l ——ll
Ogg:gm il gt
i+j>m
Al BJ
< g
< OS;SM 11 i Il
i+j>m
i J
< v A 1[1B]]]
0<i,j<m 7" j'
i+j3>m
AN (<= HBIIP = (A 1BID*
< (Z il Z 1] _Z k!
i=0 . j=0 J- k=0 '

et si « on fait tendre m vers +oco » on trouve :
||| exp Aexp B — exp(A + B)||| < eMAITMIBIIT _ AlIAINHIBIT —

donc : exp Aexp B = exp(A + B). q.e.d.

Exercice 45 Vérifier que :

0 —1 cost —sint
exp ( t. )
sint cost

pour tout t réel.

9.3 Meéthode de calcul

Exercice 46 Si P € GL,(C),D € #,(C) (par exemple D diagonale),
alors :

exp(PDP™') = Pexp DP™' .
En déduire que pour toute matrice A € M4, (C),

dét exp A = ™ .
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Proposition 9.3 Soit A € #,(C). Soit
ma(X) = (X = A)" . (X = \)F

le polynéme minimal de A, les \; étant les valeurs propres deux & deux dis-
tinctes de A. Notons w1, ...m, les projecteurs spectraur associés aux \;.

Alors :
(A— )\ I
exp(tA) Zet’\ (Z ! n)’ )m .
En particulier, exp A est un polynéme en A.

Remarque : Si A est diagonalisable, alors, pour tout ¢ € C, exp(tA) =
ey + ..+ e,
Démonstration : On décompose A en :

A=D+N
avec D diagonalisable et N nilpotente qui commutent. Alors :
expA=expDexpN .

Or,
T DN
_ ) v —
D = :g A= "k >0, o k'

et on en déduit que :

expD = Z Z(Zé) T

i=1 \k=0

-
= Z e’\im .
i=1

D’un autre coté, on a :
,

NIZNTQ
i=1

T

= "k>0N =Y (A—NL)'n

=1

or : 'k >k, (A— NI,)*m; =0 (exo) .
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Donc :

i=1 k=0
q.e.d.
EXEMPLE : Si
1 0 -3
A= 1 -1 —6
-1 2 5)

alors

exp(tA) = e* (I3 + t(A — 2I3))m + e'm

3t—3 —6t+6 —9t+6 4 —6 —6
= | 3t—2 —6t+4 —9t+3 |+ 2 -3 —3
—t ot 3t+1 0 0 0

Exercice 47 L’application exponentielle :
exp : M,(C) = GL,(C)

est surjective.

Indication :si D € GL,(C) est diagonalisable, D = Y=, \;m; pour certaines
valeurs propres \; € C* et les projecteurs spectraux 7; associés. On a D =
expD’ on D' = 3, t;m avec pour tout ¢, t; € C tel que e = \;. Si U =
I, + N avec N nilpotente, alors I, + N = exp A ou A = Zk(—l)kkN—ﬁ. Cas
général : M € GL,(C) = M = D(I,+ N) pour une matrice D diagonalisable

inversible et N une matrice nilpotente qui sont des polynémes en M.
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10 Equations différentielles

10.1 Deérivation des matrices

On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R et a
valeurs dans C est dérivable en ¢g € I si la limite :

f) = flto)

t—t —
t¢t(()) t to

existe dans C. On dit que f est dérivable sur I si elle ’est en tout tg € I.

Définition 29 Soient a;; : I — C, i, 7, des fonctions dériwables sur un in-
tervalle I de R. On dit que la matrice A(t) := (@i j(t))1<i<p1<j<q €5t dérivable
et on note A'(t) = (a; ;(t))1<i<pi<j<q-

Exercice 48 Vérifier que si pour tout t € I, A(t) € #,,(C) et B(t) €
My, (C) et siles matrices A et B sont dérivables sur I, alors le produit aussi
et on a :

te I, (AB)(t) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t) .
Proposition 10.1 Soit A € #,(C). La matrice :
t — exp(tA)
est dérivable sur R et on a :
Yt € R, (exp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)A .

Démonstration : Soient mq,...,m, les projecteurs spectraux de A. Alors
d’aprés la proposition 9.3, on a :

exp(tA) Z Z et’\ PRLE
=1 k=0

(la somme sur k est en fait finie car (A — \;1,,)*m; = 0 pour k assez grand).
Donc :

t — exp(tA)
et dérivable de dérivée :
r o0 k tk 1
(exp(tA)) =33 (A + k‘?)(A — NIk
=1 k=0
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r

_Zzetm A Aily) 7TZ+ZZeM A L)

=1 k=0 i=1 k=0

r

_ZZeD‘ k, /\I + (A = ML) (A = NI
k=0

=1
= Aexp(tA) .
q.e.d.

10.2 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Ce sont les équations de la forme :

Y'(t) = AY ()

y1(t)

ou A € #,(C) est une matrice constante et Y (t) = : est un

Yn(t)
vecteur inconnu dont les coordonnées sont des fonctions dérivables.
— cas homogeéne :

Théoréme 10.2
=AY & Y (t) = exp(tA)Y(0)
en particulier les solutions sont définies sur R tout entier.

Démonstration : D’un coté, le membre de droite est bien solution de
I'équation Y’ = AY (exo) . Réciproquement, si on pose Z(t) := exp(—tA)Y (1),
alors :

Z'(t) = exp(—tA)(Y' — AY) =

Donc sur R, Z est constante et Z(t) = Z(0) = Y (0) pour tout ¢. g.e.d.

EXEMPLE : Le systéme :

1) = a(t) — 3xs(t)
z(t) = wi(t) — w2(l) — 6x3(t)
() = —xq(t) + 222(t) + 5x3(t)
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avec pour « conditions initiales » x1(0) = 1,22(0) = 1,23(0) = 0 a pour
solution :

z1(t) 1
zo(t) | =exp(t4) | 1
z3(t) 0
1 0 -3
ol A est la matrice 1 —1 —6 |.On trouve alors :
-1 2 5
z1(t) = (=3t + 3)e? — 2¢',

— solutions de I'équation différentielle linéaire d’ordre p a coefficients
constants.

Corollaire 10.2.1 Soient ay, ...,a, € C tels que a, # 0. On suppose que :
XX) = XP+ar XP 4 o da, = (X = A)™M (X = 2\)™

pour certains \; € C deux a deux distincts et certains entiers m; > 1.
Alors :

(B) y® +aiy®?™D + . +ay=0&"teR, yt) =Y Pt
=1

pour certains polyndmes P; de degré < m; (pour tout i).

Remarque : On peut déterminer les P, en fonction des valeurs (0), ..., y®~1(0).

y(t)

/
t
Démonstration : =>: On pose Y (t) := Y ( ) € CP pour tout t.

Alors :



ol A est la matrice

Remarquons que x(X) = xa(X) = ma(X).
On a donc

Y(t) = exp(tA)Y (0)

avec :
Y etk
exp(tA) : Ze (Zk'A AI))

ou les m; sont les projecteurs spectraux associés aux A;.
Or y(t) est le premier coefficient de Y (¢) donc :

m;—1 4k

Ze“ZZ'(A ALY (0)))),

=:P;(t)

<: 1l suffit de vérifier que y : t — e*'Pi(t) est solution de (E) pour
tout polynome de degré < m;. Or pour une telle fonction y, on a (en posant
ag:=1):

p k
‘v’t < R7 y(p)(t) + aly(p_l)(t) + ...+ apy Z ag < ))\k’ J i tP(])( )
k=0  j=0

> NP0 S ap N
= e Pt ay —A;
J= k=j (k_])!
J<my

=0.
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11 Invariants de similitude

11.1 Matrices a coefficients polynomiaux

Lemme 11.1 Soit A € #,(K[X]). La matrice A est inversible dans #,,(IK[X])
st et seulement si dét A est une constante non nulle. Autrement dit :

GL.(K[X]) = {A € #,(K[X]) : dét A € K*} .

Démonstration : Si AB = I,, pour une matrice B € .4, (K[X]), alors :
dét Adét B =1

donc dét A est un polynéme inversible. Donc dét A € K \ {0}. Réciproque-
ment, si dét A € K \ {0}, alors :

1
- dét A

A (A) e M,(K[X]) .

q.e.d.

Définition 30 On notera pour toute matrice non nulle A € A, (K[X])
di(A) := le pged unitaire des coefficients de A

c’est le polynome unitaire de degré mazximal qui divise tous les coefficients
de A.

Proposition 11.2 Si P,Q € .#,(K[X]) sont des matrices inversibles (c-a-d dont
le déterminant est une constante non nulle), alors di(PAQ) = dq(A).

Démonstration : Notons ¢; ; les coefficients de PAQ). Alors :

n
V. o
27-77 Cl:] = Z P”akAkJle.]
ki1

donc d;(A) divise ¢; ; pour tous 7, j. Donc d;(A) divise d;(PAQ). De méme
di(PAQ) divise dy(A) = di (P71 (PAQ)Q ™). Ainsi, di(A) = di(PAQ). g.e.d.
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11.2 Matrices élémentaires

Ce sont les matrices de I'une des formes suivantes :
T; ;(A\) «la matrice I, a laquelle on a ajouté un polynoéme A € IK[X] en
position 7, 7 »

1 .. AX)

— Y; «la matrice obtenue a partir de I,, en permutant les colonnes 7 et
1+ 1»:

— D;(a) «la matrice obtenue a partir de [, en remplagant le 7éme coef-
ficient diagonal par o € IK* :

Remarque : Ces matrices sont toutes inversibles dans ., (K[X]).

11.3 Reéduction des matrices a coefficients polynomiaux

Définition 31 Soient A, B € #,(K[X]). On dira que A est équivalente a
B, notation : A ~ B s’il existe P,Q € GL,(IK[X]) telles que : A = PBQ.
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Exercice 49 (’est une relation d’équivalence i.e. :
VA,B,C € M,(K[X]), A~ A;

A~B=B~A;
A~B~C=A~C .

Lemme 11.3 Soit A € #,(K[X]) une matrice non nulle. Alors, A est équi-
valente a une matrice de la forme :

di(A) 0 0
0

0
pour une certaine matrice A’ € M, (K[X]).

Démonstration : On utilise la multiplication a gauche et a droite par
des matrices élémentaires. Dans le tableau suivant, on rappelle l'effet de la
multiplication d’une matrice A par les matrices élémentaires :

Matrices élémentaires effet de la multiplication a gauche effet de la multiplication a droite
E EA AFE
T;,;(N) « ajoute Ax la ligne i & la ligne j » « ajoute AX la colonne 7 & la colonne j »
D;(a) « multiplie la ligne ¢ par a » « multiplie la colonne ¢ par a »
¥ « échange les lignes i et 1 + 1 » « échange les colonnes i et ¢ + 1 »

Soit d le degré minimal d'un coefficient non nul b; ; d’une matrice B
équivalente & A. Quitte & permuter des lignes ou des colonnes de B, on peut
supposer que by ; est de degré d. Soit 2 < j < n, la division euclidienne de
by ; par by donne :

bij = gbi1 + 11
ot degry ; < degb; ;. Donc en retranchant ¢x la colonne 1 a la colonne j de
B on obtient une matrice équivalente a B donc & A dont la premiére ligne
est de la forme :
bl,l‘--rl,ju-
Siry;; # 0, on a contredit la minimalité de d. Donc r;; = 0 et by, divise
by ;. En raisonnant comme cela avec tous les colonnes 2 < j < n et de méme
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avec toutes les lignes 2 < ¢ < n, on s’apercoit que l'on peut supposer que
les coefficients by ; et b;; sont nuls si 2 < 4, j < n. Soit b;; un coefficient de
B avec 7,7 > 2. En ajoutant la ligne ¢ a la ligne 1, on trouve une matrice
équivalente & A dont la premiére ligne comprend les termes :

bl 1bl’]

)

On a alors vu que by ; divise b; ;.
On a donc montré que A est équivalente a une matrice B de la forme :

bii 0 0
0

A/

ol by ; divise tous les coefficients de la matrice A’ et oi1 I’on peut supposer que
by1 est unitaire (quitte & multiplier la ligne 1 par un coefficient constant non
nul) . Mais alors d;(B) = by1. Et comme A est équivalente & B, d1(A) = by ;.

q.e.d.

EXEMPLE :

X <1\ goo [ -1 X\ o 1 X
0 X X 0 X 0

Lo+ Lo+X1L1 ]' X Co+Co—XCq 1 0

~

0 X2 0 X2

Théoréme 11.4 Soit A € #,(K[X]). Alors, il existe r > 0 et une suite
Py, ..., P, de polynomes unitaires dans K[X] tels que :

i) Pi|P|...|P,
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P

i) A~

0

(«| » signifie divise). De plus, si s > 0 et une suite Q1, ..., Qs de polynémes
unitaires vérifient aussi i)etii), alors : s =1 et Q; = P; pour tout 1 < i <r.

Démonstration : Pour l'existence des P, ..., P,, il suffit de raisonner par
récurrence sur n, la taille de la matrice A, et d’utiliser le lemme 11.3.

Pour I'unicité, on note A;(A) le pged des mineurs non nuls de taille i de
Asii<rlerang de A. Si P,Q € M,(K[X]), alors un mineur de taille 7 de
PAQ est divisible par A;(A) car les colonnes de PA() sont des combinaisons
K[X]—linéaires des colonnes de PA et les lignes de PA sont des combinai-
sons K[X]—linéaires des lignes de A. En particulier, si P, @ sont inversibles,
A;(PAQ) = A;(A). 11 est ensuite facile de voir que si ¢ < r, alors

P

P
&( )zRJ%

...eX00 g.e.d.

Remarque : Sidét A # 0, alorsr =net dét A = P,...P,.

Définition 32 Les P; différents de 1 sont appelés les diviseurs élémentaires
de A. S1 A € #,(K), les diviseurs élémentaires de X1, — A sont appelés les
invariants de similitude de A.

Exercice 50 Si A, B € ., (K) sont semblables, alors A et B ont les mémes
wmvariants de similitude. Pour la réciproque, cf. la section suivante.
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Exercice 51 Si A € #,(K[X]) est de rang r (le rang de A vue comme
matrice dans M, (K(X))), posons pour tout i < r, A;(A) le pged unitaire des
mineurs non nuls de taille 1 < r de A. Alors la matrice A a pour invariants

de similitude les polynéomes Q1, ..., Q. ot Q1 = Ay, ...,Q, = AA—;.

11.4 Invariants de similitude des matrices compagnons

Quels sont les invariants de similitude d’une matrice compagnon ¢

Lemme 11.5 Soient P(X) := X"+ a; X" ' + ...+ a, € K[X] et

0——0 —cu
1

Cpi=|0 | es,(K)
AN
0—0 1 —6

la matrice compagnon associée. Alors la matrice Cp a un seul invariant de
similitude : le polynome P(X).

Démonstration :
X 0——0 Qp,
4 \
X1, —Cp = 0 0
\ X
0—0 -1 X+a
0 0——0 P(X)

1 \
Li+Li+XLo+..+X" 1L,
Y

NN

0——0 -1 X+a
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L1<—>Ln
~

Lemme 11.6 Soient A, B € #,,(K). alors :

XI,— A~ XI,— B & A est semblable a B.

Démonstration : Démontrons le sens difficile : = : on suppose qu’il existe
P,Q € GL,(K[X]) telles que :

XI,— A=P(XI,— B)Q .

Il existe deux matrices Py € M, (K), P, € M,(K[X]) telles que P =
(XI, — AP, + P,
En effet, comme X1, — A et A commutent, on a pour tout k > 1 :

pour une certaine matrice R, € .#,(K[X])T . Or, P = X"C,, + ... + Cy
pour certaines matrices Cy, ...,C,, € #,(K) (on a simplement décomposé
les coefficients en somme de monodmes et regroupé les monomes par degrés).
Donc :

P=(XI,-—A)(Rn+ ..+ R)+A"Cpr, + ...+ Cp) .
:1P1 :ZP()

t. il suffit de prendre Ry, = Y-5—) ()(XT, — A1l
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De méme, il existe Qg € #,(K), Q1 € #,(K[X]) telles que @ =
O1( X1, — A) + Qo.

Mais alors :
XI,—A=((XI,— AP + P)(XI, — B)(Q(XI,—A)+ Qo)
= Py(X1, — B)Qo + (X1, = A) (X1, — B)Q:(XI, — A)
+PO<X[n - B)Ql(X[n - A) + (X[n - A>P1<X[n - B)QO .
Or :

Py(XT, — B)Qu(XT, — A) = (P — (X1, = AP)(XT, — B)Q:(XT, — A)

= (X1, — A) ( Q'Q1 — (X1, — B) ) (X1, — A)
car P(X1, — B) = (XI, — A)Q~..

De méme :
(XI,—A)P(XI,—B)Qy = (XI,—A) <P1P_1—P1(XIN—B)Q1 ) (XI,—A).
On a donc montré que :
XI,— A= PFRy(XI,—B)Qo+ (XI,— A)S(XI, — A)

ou :
S:=Q'Q, — P (XI,— B)Q,+ PP ' e #,(KX]) .

Finalement, on a obtenu :
X1, — A— Py(XI,—B)Qy=(XI,—A)S(XI,—A) .

Si S # 0, le terme de droite est de degré au moins 2 alors que le terme de
gauche est toujours de degré < 1 : contradiction !
Donc S =0 et :
XI,— A= Py(XI,— B)Q

avec Py, Qo € #,(K). Enfin, on conclut :
XI,—A=PBR(XI,—B)Qy& XI, — A= XPy,Qy — PyBQy
& PyQo =1, et A= PyBQ
= P, inversible et A = POBPO_1 .

Voici le théoréme principal du chapitre (et méme du cours) :
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Théoréme 11.7 Soit A € #,(K). 1l existe 1 <r <n et P,..., P, € K[X]
des polynomes unitaires tels que :

i) Pi|..|P,

1

it) XI, — A~
Py

P,

De plus, A est semblable a la matrice diagonale par blocs :

Cp,

Ch

r

ot les Cp, sont les matrices compagnons associées aux polynomes P;. En
particulier :

Xa(X) = Pi..P. et P, est le polynéme minimal de A.

Corollaire 11.7.1 Si A, B € 4, (K) ont les mémes invariants de similitude
alors A et B sont semblables.

Démonstration : A et B sont semblables a la méme matrice diagonale
par blocs « compagnons » d’aprés le théoréme. qg.e.d.

Démonstration du théoréeme principal : Soient P, ..., P, les invariants de
similitude de A. Alors i) et i7) sont vérifiées.En particulier :

1

XI,—A=P Q
Py
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pour certaines matrices P, € GL,(IK[X]). En prenant le déterminant, on
trouve :

xa(X) = dét P(P,...P,)dét Q

= ya(X) = cP,...P,

ou ¢ := dét Pdét Q € IK*. Comme x4(X) et P;...P. sont unitaires, ¢ = 1.
En particulier, degxa(X) = n = deg P, + ... + deg P.. Donc dans la

1

matrice , le nombre de « 1 » sur la diagonal est :
Py

P,
n—r=(degP —1)+ ..+ (degP —1) .
On en déduit que :

Chp,

€ Mp(K)

Cp

et que :

Cp, P,

o 1

T AN
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~ ~XI,—A.

P,
Cp,
On applique alors le lemme 11.6 aux matrices A et
Chp,
Il reste a montrer que P, est le polyndme minimal de A. Il suffit de
Cp,
vérifier que P, est le polynéme minimal de ¢ := . Or, un
Cp,
polynéme p(X) annule % si et seulement si p(Cp,) = ... = p(Cp.) = 0 i.e.
P;|p(X) pour tout i (car Cp, a pour polyndéme minimal P;). Donc :
p(€) =0 Flp(X) .
Ainsi, €, et donc A, ont pour polynéme minimal P,. q.e.d.

11.5 Endomorphismes cycliques

Soit £ un [K—espace vectoriel de dimension finie.

Soit u un endomorphisme de E.

Les facteurs invariants P, ..., P, de la matrice de v dans une base de F
ne dépendent pas de la base choisie; on les appellera les facteurs invariants
de u.

Pour tout x de F, on note :

E, = (z,u(z),..,u"(x),..) .
Remarque : E, = {P(u)(z) : P(X) e K[X]}.
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Le sous-espace E, est stable par u. De plus si P(X) € K[X] est un
polynéme annulateur de u (par exemple le polynéme minimal de ), alors E,
est engendré par les vecteurs z, ..., u?(z) ot d est le degré de P(X) (exo) .

Définition 33 On dit que u est un endomorphisme cyclique s’il existe x € E
tel que £, = F.

Proposition 11.8 Soit u un endomorphisme de E de polynéme minimal
my(X).

L’endomorphisme u est cyclique si et seulement si degm, = dim E (i.e.
mu(X) = xu(X) le polynéme caractéristique de u.

Démonstration : Soit d := degm,(X). Soit n:=dim E. Si E, = F, alors
il existe k < d tel que z, ..., uk_l(x) forment une base de E,. On a donc :

k=dmFE,=dmFE=n<d

Donc deg x,(X) < degm,(X). Or, m,(X) divise x,(X) et les deux sont
unitaires donc : x, = my,.

Pour la réciproque on utilise les facteurs invariants P, ..., P, de u. On
a Pi|..|P, P.P. = xu(X) et P, = my,(X). Si my(X) = xu(X), alors
r =1 et il existe une base eq,...,e, de E ou la matrice de u est une matrice
compagnon : Cp,.

On a alors :

u(e;) = eit

sil <4 <mn.Donc:

et u est cyclique.
q.e.d.

Remarque : si u est cyclique et si F = E,, alors pour tout P € K[X], on

P(u)(z) =0« P(u) =0 < m,(X)|P(X) .

En effet, si P(u)(x) = 0, alors P(u)(u*(x)) = v*(P(u)(x)) = 0 pour tout k,
donc P(u) est nul sur E, = E.
En particulier, si £, = E, alors : x,u(x),...,u™ (z) est une base de E.
Voici une version du théoréme 11.7 pour les endomorphismes :
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Théoréme 11.9 Si u est un endomorphisme de E, alors il existe une suite
de sous-espaces stables de E : E, ..., B, tels que :

i)E:El@...EBET,‘

i) pour tout 1 < i < r, la restriction u; ‘= u|g, est un endomorphisme
cyclique ;

iii) si pour tout i, P; est le polynome minimal de u;, alors Py|...|P,.

De plus la suite Py, ..., P, ne dépend pas de la décomposition choisie. Ce
soont les facteurs invariants de u.

Remarque : il existe une base ey, ..., e, de E ou la matrice de u est de la
forme :

Cp,

Cp

r

c’est la réduction de Frobenius.

Théoréme 11.10 (Frobenius) Soit v un endomorphisme de E. Notons
Py, ..., P, ses facteurs invariants. On note :

C(u):={veZE): uw=rou}
l’espace des endomorphismes qui commutent a u. Alors :
dimé(u) = (2r — 1)dy + (2r — 3)dy + ... + d,
ou d; := deg P; pour tout i.

Démonstration : Soit £ = F; & ... & E,. une décomposition comme dans
le théoréme 11.9. On n ote u; = ulg,. Pour tout © € E on pose f;(z la
composante de f(z) dans Ej; :

f(x) = fi(z) + ... + fi()

avec fij(x) € E; pour tout j. Alors f; : E — E;, v — f;(z) est linéaire.
Pour tous 1 < 4,5 < r, on pose :

fig = [

E1E2—>Ej .

L’application :
ZL(E) = ®i<ij<r L (L, E))

est un isomorphisme (ezo) .
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Pour tous 1 < 4,7 < r, on pose
6 ; ={F e Z(E,E)) : ujF = Fu;} .
On a:
feEC) & fu=uf "1 <i<r "z c B, fulx)uf(r)

1<i<r VzeE, fiul)+ ..+ frulz) =ufi(z) + ... +uf(z)
e"1<i<r'zeE,"1<j<r, fiu(x) = uf;(z)

vl S Z,j S r, fjui = ujfj

L;
<< figu=uifiy
Donc € (u) ~ @1<i i<, €i; et :
dm€(u) = > dim%; .

1<i j<r
Calculons dim % ; : soit x € Ej; tel que :
By = (x, .., ul(2)) = (z,..,ut Y (z))

(en particulier, z, ..., u%~1(z) est une base de E;).

Soit © : 6;; — E;, F'— F(z).

Alors ® est injective :

en effet, si F' € 6, et si ®(F) = 0, alors F'(z) = 0 et pour tout k > 0,
on a :

Ful(z) = ufF(x) =0

donc F' est nul sur E; i.e. F'=0.
On a Im ® = ker P;(u;) C E;.

En effet, si F' € € ;, alors :

Fi(u;)(F(x)) = (Fi(u;) F)(x)
= (FPi(uq))(x)
=0 .

Donc F(x) € ker P;(u;) pour tout F' € %; ;. ainsi : Im ® C ker P,(u;).
Pour l'inclusion réciproque, soit y € ker P;(u;). On pose alors :

F(Q(ui)(x)) := Quy)(y)
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pour tout polynéome (). L’application F': F; — FE; est bien définie en effet :
si Q1, Q2 € K[X] sont des polynomes tels que Q1 (u;)(x) = Q2(u;)(x), alors

(Q1 — Q2)(wi)(x) =0 = Fi|Q: —

(car P; est le polyndéme minimal de u;)

= (Q1 — Q2)(u;)(y) =0
(car y € ker(P;(u;)))

= Qu(u;)(y) = Qa(u;)(y) -
L’application est linéaire et on a : Fu,;(x) = u;(y) et F(z) =y donc :
Fu;(z) = u;F(z)

:>Fuz:qu

sur F;.
Ainsi, F € 6, j et ®(F) = F(z) = y.
On a donc dim 6; ; = dimker P;(u;).

Nous allons montrer que :

dimker P;(u;) =
dj Sl Z ]

Sii > j, alors Pj|P; donc P;(u;) = 0 et ker Pj(u;) = ker0 = E;. Donc
dimker P;(u;) = dim E; = d;.

Sii < j, alors P|P;. Soit Q € K[X] tel que P,Q) = P;.

Soit S € K[X]. On a: S(u;)(z) € E; et :

S(uy)(w) € ker Py(u;) < Pi(u;)S(u;)(z) =0
< Pj|PS
& PQ|PS
< QS .

Donc :
ker Pi(u;) = {S(u;)(x) = Q[S}
= {(QS)(w)(x) : S € K[X]}
= (Qu) (@) : k>0)
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= (Qu) (@) : 0<k<di—1)
(exo) .
Or les vecteurs Q(u;)(uf(z)) : 0 < k < d; — 1 sont indépendants donc
dim ker P;(u;) = d;.
En conclusion, on a :

dm%(u) = > dim%;,

1<ij<r

= Y di+ D> di+ > d;

1<i<j<r 1<j<i<r 1<i<r

=2 > di+ > d

1<i<y<r 1<i<r

=2 ) (r—ddi+ Y d

1<i<r 1<i<r

1<i<r
g.e.d.
Remarques :

— si u = AMldg, alors r = n et les facteurs invariants de u sont P, = ... =
P, = (X — \) et on retrouve que :

dim€(u) = > (2n—2i—1)

1<i<r
=2n—-1+4+2n-3+..+1
=n?=dim Z(E) .
Dot € (u) = Z(E).
— si w est cyclique, alors : r =1 et P, = x,,(X) donc :
dim € (u) =n .

On en déduit dans ce cas que :



11.6 Invariants de similitude

Théoréme 11.11 Soit A une matrice n x n. Alors A diagonalisable < tous
les invariants de similitude de A sont linéaires.

Théoréme 11.12 A~ B & X1, — A et X1, — B sont équivalentes.
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