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Feuille n° 2
jeudi 16 janvier 2020
Groupes abéliens de type fini

Exercice 1 groupes abéliens de type fini

a)

Soit M un groupe abélien engendré par m éléments. Montrer (par récur-
rence sur m) que tout sous-groupe N < M peut étre engendré par n < m
éléments. Indication : si M = Zey + ... + Ze,,, appliquer ’hypothése de récurrence
a N'=NNZey+...+ Ze,,_1 et considérer

{ANeZ : x e Zer+ ...+ Lep_1, T+ Xep € N}

Soit M un groupe abélien libre engendré par m éléments. Montrer (par
(récurrence sur m) que tout sous-groupe N < M est libre et peut-étre
engendré par n < m éléments. (Raisonner par récurrence comme au a))

Soit G un groupe abélien de type fini. Montrer qu’il existe des entiers
n, m et

f:7" —=7m
un morphisme de groupes tel que G ~ Z™/ f(Z™).

En utilisant le théoréme de réduction des matrices a coefficients entiers T,
montrer que si G est un groupe abélien de type fini, alors il existe des
entiers r > 0,dy, ...d;, > 2 uniques tels que :

G ®LILTD...HL)d7Z

et d1||dk

Indication pour 'unicité : on note Gy la partie de torsion de G ie. Gy :={g € G :
In > 0, ng = 0}. Vérifier que r est le rang de G/G;. On est ramené a un groupe
fini! Montrer que (dy) = {x € Z : Gy = 0} puis que dp_1Gy ~ dp_1Z/dy 7 ~
Z/(dy/dk-1)7 ...

Déterminer (& isomorphisme preés) tous les groupes abéliens d’ordre 24.

FExemples. Trouver les facteurs invariants de :

7./87.x 7|37 x 7|37 x T./5Z., 7.]AZx 7./ 12Z:x 7./ 187, 7./6Z.x 7,/ 10Zx Z,/15Z.

t. 81 M € My, n(Z), alors il existe P € GL,,(Z) et Q € GL,,(Z) tels que PMQ =

€1

.e «

ol e1]...Jex sont des entiers non nuls ...
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g) Soit K un corps commutatif. Soit G < K* un sous-groupe fini du groupe
des inversibles. Montrer que G est cyclique.

h) Montrer que Z/mZ x Z/nZ ~ Z/pgcd(m,n)Z x Z/ppcm(m, n)Z.

Exercice 2 Eléments entiers sur Z.

a) Sib € C, montrer que sont équivalentes :
(i) il existe P € Z[X] unitaire tel que P(b) =0;
(ii) 7Z[b] est un Z—module de type fini;

(iii) il existe un Z[b]—module fidéle qui est un Z—module de type fini .

Indication : pour iii = i : soit M un Z[b]—module fidéle qui est un Z—module de type
fini. Soient e1, ..., e, des générateurs. Il existe des coefficients a; ; € Z tels que :

V. — E
715 bej = am-ej .
7

Vérifier que que n, ¥j bhe; = > .(M™); e; ou M = (a; ;). Et utiliser le théoréme
de Cayley-Hamilton.
Un b qui vérifie ces propriétés est dit entier sur Z.

b) Vérifier que /2 et les racines de 1'unité sont entiers sur Z et qu’en re-
vanche % ne l'est pas (indication : Z[1/2] < Z[1//2)).

c) Siz € Q est entier sur Z, alors z € Z.

d) Montrer que I'ensemble Z des éléments de C entiers sur Z est un sous-
anneau de C.

Exercice 3 Entiers des extensions quadratiques

a) Soit d un entier # 1 sans facteur carré. On note Q(v/d) = {a + bVd -
a,b € Q}. Vérifier que Q(v/d) est un sous-corps de C.

b) On pose a + bv/d = bv/d. Montrer que x — T est un automorphisme de
Q(Vd) et queT =2 <z € Q.

¢) Onnote Oy = ZNQ(+v/d). Montrer que Z[v/d] < Og et que sid = 1 mod 4,
Z[) < 0,

d) Soit z = a+bVd € O4. Montrer que T € Oy et en déduire que 2a, 2bd € Z.

e) En calculant 27, montrer que 2b € Z.

f) Montrer que (2a)? — d(2b)* = 0 mod 4 et conclure que :

Z[Vd] sid#1mod4

Z[MY4]  gid=1mod 4

2
t. si M est un A—module, on dit que c¢’est un module fidéle si am = 0 pour tout
meM=a=0.

04 =
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Exercice 4 Exemples de groupes de type fini avec un sous-groupe
qui ne ’est pas

a) Soit G le sous-groupe de GL2(Q) engendré par les matrices :

2 0 11
et
01 0 1
1
Vérifier que H :{ s x € Z[1/2] } est un sous-groupe de G et
0 1

que H n’est pas de type fini!

Soit GG le sous-groupe des permutations de Z engendré par la transposi-
tion 7 = (0, 1) et par le décalage § : k — k+ 1. Vérifier que le groupe H
des permutations de Z a support fini est un sous-groupe de GG mais n’est
pas de type fini!

Soit G un groupe de type fini. Soit H < GG un sous-groupe d’indice fini.
Vérifier que H est de type fini.

Indication : si G =< ¢1,...,gn > (on suppose que les inverses des g; sont dans la liste
g1y Gn) 81 G = tiHU ..Ut H (avec ty = 1), alors git; = tg, hij pour certains
hi; € H et on peut montrer que H = (h;; : 1<i<n,1<j<m).



