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Controle Continu 1

L’épreuve dure 1h30. Vous pouvez utiliser librement le formulaire au dos du sujet. Les documents, calculatrices
et téléphones portables ne sont pas autorisés. On prendra soin de justifier les réponses. Le sujet comporte cing
exercices indépendants.
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Exercice 1 [Question de cours : 2 points] Pour une série de fonctions Z fn, avec f,: R — R, donner la
n=1
définition précise de la convergence normale d’une telle série.
Exercice 2 [4 points]
1. Déterminer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction f définie pour x # 0 par

_ sin(x) .

fz) =

X

2. Montrer 'existence et calculer la valeur de la limite suivante :

In (sin(m))
lim —— 72

x—0 x
x#0

Exercice 3 [3 points| Pour z € RT = [0, +o00[ et n € N, on pose

B n
S 14n(l+z)’

1. Montrer que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement sur R™.

2. Montrer que la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément sur R¥.

Exercice 4 [2 points]

1. Déterminer lim, _, o, x3e~%.

2. A-t-on ze~* = 0 (1/2?) quand & — +oo ? Justifier votre réponse.
3. A-t-on ze~* = O (1/2%) quand = — +00? Justifier votre réponse.
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. At-on ze~* ~ 1/2? quand x — +oo ? Justifier votre réponse.

Exercice 5 [9 points] Soit f: R — R la fonction paire et 27-périodique définie sur [0, 7] par f(z) =7 — x.
1. Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].
2. Montrer que les coefficients de Fourier de f sont donnés par

0= (D",

a=met Vn>1,a,= 5
n2m

3. Déterminer la série de Fourier de f. Pour quelles valeurs de x est-elle convergente et sa somme S f
satisfait-elle Sf(z) = f(z)?

4. Déterminer la primitive F' de f qui s’annule en 0. Justifier que F' est impaire.

5. En déduire la série de Fourier de la fonction G 27-périodique et impaire définie sur [0, 7] par

Indication : montrer que G(z) = F(z) — Z£. On pourra admettre que G est C' sur R.

6. A l'aide de la formule de Parseval, évaluer

4"
p=0 ( )



Formulaire pour 'UE Mathématiques 4

(1) Les coefficients de Fourier de f T-périodique continue par morceaux sont donnés par I'intégrale sur une

période (a au choix, w = 2F)
adtT a+T
an(f) = %/a " cos(nwzx) f(z)dx, bn(f) = %/a : sin(nwz) f (z)dz,
a+T
en(f) = %/ et £ (1) da.

(2) Si f est continue et C'! par morceaux, alors on a pour n € N* :
an(f/) = nw bn(f)7 bn(f/) = —nw an(f)

(3) La formule de Parseval, valable pour f T-périodique continue par morceaux, s’écrit :

a+T a 2 400
r 1= PR S ) + ()



