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Corrigé du Controéle Continu 2

L’épreuve dure 1h30. Vous pouvez utiliser librement le formulaire au dos du sujet. Les documents, calculatrices
et téléphones portables ne sont pas autorisés. On prendra soin de justifier les réponses. Le sujet comporte quatre
exercices indépendants. Des points bonus hors baréme seront attribués dans la partie II qu’il est recommandé de
traiter en dernier.

Partie I (a rédiger sur une premiére copie)

Question de cours. |2 points] Enoncer précisément un résultat du cours donnant la convergence d’une intégrale

f0+°o f(t) dt au moyen d’un équivalent de f(t) quand ¢ — 400, pour f : [0, +00[— R continue.

Exercice 1 |2 points| Montrer que 'intégrale
+oo 1
141t)si — | dt
/1 (1+t¢)sin (t3>

Correction de I’exercice 1. La fonction f: ¢ — (1 + t)sin () est continue (par morceaux) sur [1,+oo]
(pas de probléme de convergence de U'intégrale en 1). On a d’autre part que, quand ¢ — +o0, t% — 0 et donc

sin (75) ~ 7, si bien que f(t) ~ 7% := g(t) > 0 pour v = 2. Par théoréme de comparaison II (question de cours),

—+oo
1

converge.

comme f1+°o g(t)dt converge (en +00) par critére de Riemann en +o0o (o > 1), f(t)dt converge également,

ce qui conclut.

Exercice 2 [6 points] On s’intéresse a l'intégrale a paramétre

+oo e—mt

1. Soit x > 0 fixé. Montrer que l'intégrale converge, autrement dit, que G(z) est bien défini.

2. Soit g > 0 fixé. Montrer que, pour tout x > xo, G"’(z) existe et est donnée par

+oo 42 —xt
t“e
G" :/ —dt.
(z) o 141¢2

Justifier soigneusement votre réponse.

3. En déduire que G est solution de I’équation différentielle
1 1
G"(z)+ G(x) = -

sur ]0, +o0.

Correction de 1’exercice 2.
On pose

ef:zzt

1+¢2

f(l’,t) =

1. Soit z > 0 fixé.

Méthode 1. La fonction ¢ — f(z,t) est continue (par morceaux) sur [0, +oo[. D’autre part, comme x > 0 et
t > 0, on utilise que que ’exponentielle est croissante pour noter

0<e® < =1.

On obtient donc la majoration de I'intégrande :



e—rt

1+¢2

1

e n ™
o0
/0 mdt = [arctan(t)]g > = 5 < +o0,
donc lintégrande est dominée par une fonction ¢ intégrable sur [0, +oo[. Par le théoréme de domination, on
déduit que f(x,t) est intégrable sur [0, +oc0].

Méthode 2. On va traiter séparément la convergence en 0 et en +o0.
En 0, f(x,t) est continue en ¢ avec valeur (limite) f(x,0) =1 donc il n’y a pas de probléme de convergence.

En +o0, on peut distinguer deux cas.

Si x>0, on [t2f(z,t)] < e ™ =400 0 donc f(z,t) = o(5) et f1+oo &dt (attention, pas 0+OO 1) est une
intégrale de RIEMANN convergente avec @ = 2 > 1 donc par le théoréme de domination, f(x,t) est intégrale
en +oo

ATTENTION, ce raisonnement ne fonctionne pas en x = 0. Car f(0,t) = ﬁ ~io0o 75 (donc ce m'est pas un
o(t%)) On a déja vu sa convergence explicitement & la méthode 1, ou bien on peut dire que

Six=0, [ 1+°o f—f est une intégrale de RIEMANN convergente avec o = 2 > 1 donc cette fois ci par équivalence,
flz,t) ~500 t% est intégrable en +oo.

Remarque : on peut rassembler les deux cas en disant f(z,t) = O(%).

2. On va utiliser le théoréme de dérivation successive : d’abord f est bien C? (méme C™ ) comme quotient
d’une exponentielle (de polynéme) et d’un polynoéme a dénominateur non nul. On calcule ses 2 premiéres dérivées

partielles :

of —te*t
ZJ )= —
ax ((L’, ) 1 +t2 )
82f tZe—act
@("T’t) BT

On domine chacune des dérivées et la fonction (en fait avec le résultat optimal du cours, on a besoin
de dominer seulement la plus haute dérivée et de la convergence vue a la question 1), pour x > xq,t > 0
(ATTENTION la derniére inégalité avec h est fausse si on a seulement x > 0)

f(a,t)| = et <L _ (t)

NE T s e I

8 t —xt

’éi(m7t)’ = 1€+ 2 < e—xt < e—xot —. h(t),
82 t2 —xt

ax‘];(g;’t)‘ = 1it2 < et < e~ Tot — h(t)

On a utilisé l'inégalité simple 2 < 1 + 2 A la derniére ligne et l'inégalité t < 2t < 1 + 2 ( inégalité
arithmético-géomeétrique car 1 + 2 — 2t = (1 —t)? > 0).

Il est crucial que les dominations g,h NE DEPENDENT PAS DU PARAMETRE z > z( et soient INTE-
GRABLES. On l’'a déja vu a la partie 1 pour g et on sait par le cours que f0+oo h(t)dt = 1/xq (intégrale de
référence). !

Par le théoréme de dérivation successive des intégrales a paramétre, G est donc C? sur [z, +00[ de dérivée

seconde
+o00 an +oo t2€—zt
" _ v —
&' (z) _/0 oLyt /O .

3. En calculant par linéarité de l'intégrale :

+oo 42 —xt —xt +oo
t°e +e 1
G"(z) +G(x) = / — — dt= / Tt = —.
(x) (z) ; T ; e .

1. ATTENTION, si vous prenez un équivalent ou une domination de la fonction qui dépend de z par exemple en disant
e =4 1o 0(1/t?) cela veut dire que pour ¢ > to(z) la fonction est dominée par %2 Vous définissez donc par exemple la fonction

h(t) = min(Z, =) et vous dominez par cette fonction mais elle dépend de z. Elle ne convient pas comme domination.
t27 t2(x)



pour x > zy > 0 en utilisant 'intégrale de référence du cours. Comme zy > 0 peut étre arbitrairement petit,
cela conclut.

Partie II (a rédiger sur une seconde copie)

Exercice 3 [10 points + Bonus] On considére ’équation des ondes sur R x [0, +o0[ suivante, qui modélise la
propagation d’une onde sur une corde infinie avec une vitesse ¢ = 1

Pu_ o

prime e 0 pour tout (z,t) € Rx]0,4o0[ 1)
x

avec les conditions initiales

{ u(z,0) =up(z), VreR,

%u(r,0) = ui(x), VreR, (2)

ou les fonctions ug et uy sont respectivement, I’état et la vitesse initiale.

1. Pour tout n € N, on pose :
un(x,t) = cos(nt) cos(nz), v,(x,t) = cos(nt)sin(nz).
Montrer que u,, et v, sont des solutions de I’équation (1).
On suppose dans le reste de 'exercice que ug est 2w-périodique, paire et vérifie
uo(z) = —a° — gﬁ pour tout x € [0, 7].

2. Montrer que la série de Fourier de ug est donnée par

3

-m+quem)

ETH — cos(nx).

n>1

[Indication s pour le calcul des coefficients, utiliser des IPP successives dont la premieére est f(x) =
1,3 w2 ¢ __ sin(nz) ]
3T sr’ et g(x) = = .

On pose dans le reste de l'exercice, pour tout (z,t) € R x [0, 400|

(3) u(z,t) = Z cos(nt) (An cos(nzx) + B, sin(nx)).

n>0
3. Déterminer A,, et B, pour que u(x,0) = ug(x) pour tout = € R.
On pose dans le reste de ’exercice pour tout n € N et pour tout (x,t) € R x [0, 00|
fn(z,t) = cos(nt) (An cos(nx) + By, sin(nx)).

ou A, et B, sont les coefficents trouvés a la question précédente.

4. Montrer que les séries des dérivées suivantes convergent uniformément sur R x [0, 400 :

O fn 0 fn
D LAERIN S LYEY

n>0 n>0

Afn O fn
Z%(xat)v O12 ($,t).
n>0 n>0

[Déterminer une suite réelle positive (wy,)nen telle que la série Y, w, soit convergente et telle que pour

2 2
gE {3(%&", 8873;”, %@7 %J;}, lg(x,t)| < w, pour tout (x,t) € R x [0, 400]. ]




5. Montrer que pour pour tout (z,t) € R x [0,4+o00[ on a :

9 fn 92 02 fn
St =D S, Gxlat) = Y S @),

n>0 n>0
du, = 0f Pu, = Pf
%(x,t) —;a(x,t), @($7t) —; 8x2 (fL',t)

6. Montrer que u(x,t) donnée en (3) est solution de (1) et vérifie la condition initiale u(z,0) = ug(x).
7. Que peut-on dire sur wuy(x)?
Corrigé de ’exercice 3.

1. Les fonctions u,, et v, sont de classe C*° et on a

2
Oun, 0%uy, 9

W(:ﬂ,t) = —nsin(nt) cos(nz), 52 (z,t) = —n“ cos(nt) cos(nx)
2
%(w,t) = —ncos(nt) sin(nz), %(x’t) = —n? cos(nt) cos(nz)
x x
2
aaitn(m,t) = —nsin(nt) sin(nz), %(m,t) = —n? cos(nt) sin(nz)
2
%(az,t) = ncos(nt) cos(nx), 5‘81)2” (z,t) = —n? cos(nt) sin(nx)
x x
et donc e o2
Wu; — Wu; = —n? cos(nt) cos(nx) — (—n? cos(nt) cos(nz)) = 0,
2 2
86.:2” - %—U; = —n? cos(nt) sin(nz) — (—n? cos(nt) sin(nz)) = 0
x

ce qui montre bien que u, et v, sont des solutions de (1).

2. Comme uq est paire, b, = 0 et on calcule ag et a,, pour tout n > 1.

1 [ 2 (™1 s 2711 PPN K
= — der = — 73——2d—_—[—4——3} = —.
0 7 /0 UO(x) v 7T,/0 (336 Qx) . T 1296 691j 0 6

Pour tout n > 1

I 2 1
an = ;/0 uo(x) cos(nz) dx = ;/0 (§x3 5372) cos(nzx) dx
et en appliquant une premiére IPP
2 1 7T 2 i 2 T
an = — {(ﬁx‘l - %x?’) sin(nm)]o ~ s (x? — 7z) sin(nz) do = o ) (2% — 7z) sin(nx) da.
Une seconde IPP, nous donne
2 [~ @ = ma)cosna)| " = 25 [ (20— ) cos(na) da =~ [ (20— ) cos(na) d
anp = — | — (* — mx) cos(nz)| — — x —m)cos(nz) doe = —— x — 7) cos(nx) dx.
™n? o mn? ), ™2 Jo
Une derniére IPP nous donne
-2 Q 2 i 4 T 4 71— @
U= —3 [(Qx —7) sin(nx)} . + i 2sin(nx) dx = el A sin(nz) de = — [%} .

10— (-1

™
Donc la série de Fourier est bien



3. Pour t = 0 et pour tout x € R on a
u(z,0) = Z (An cos(nz) + By, bln(nx))
n>0
D’ou u(z,0) = up(z) pour tout = € R si et seulement si

3 (1)
Z (An cos(nz) + By, sin(nm)) =+ Z 4(1 7T7(l4 n") cos(nz).

n>0 n>1

Comme uq est de classe C'' par morecaux, d’aprés le théoréme de Dirichlet, la convergence de la série de
Fourier est normale et donc le développement en série de Fourier de ug est unique. On conclut :
- A= (=1)")

B, =0, pour tout n > 1, Ag = 7
™

, pour tout n > 1.

D’ou
= Z Ay, cos(nt) cos(nx).

n>0

4. On a f,(x,t) = A, cos(nt) cos(nz) pour tout n > 0 et (x,t) € R x [0, +oco[. Ce sont des fonctions de classe
C*® etona:

8fn o . ann _ 2
W(:z:,t) = —nA, sin(nt) cos(nx), 92 (z,t) = —n* A, cos(nt) cos(nz),
8fn _ o 82fn _ 2
a(x,t) = —nA, cos(nt) sin(nx), 527 (z,t) = —n® A, cos(nt) cos(nx).

D’ou pour g € {2= Ofn Ofn af"}et pour tout (x,t) € R x [0, +o00]

ot > 9t2 ) 9z ' Oz?
Al - (=DMl _ 8
2
lg(z, )] <n7|A,| < I < p—h
et donc pour tout (z,t) € R x [0, +00]
1
l9(z, )| = O(—

n2)'

Par conséquent, par le critére de compariason, comme la série Zn21 # est une série de Riemann convergente,

2
pour tout z € R fixé, les séries ) -, a(;)ft" (@, 1), D >0 %(aj, t) convergent normalement (et donc uniformément)
et de méme pour tout t € [0, +oo] fixé les séries Y -, %(m,t), Y >0 %(m,t) convergent normalement (et

donc uniformément).

5. En utilisant le méme argument que dans la question précédente, la série
Z A,, cos(nt) cos(nx)
n>0

converge normalement (et donc simplement) pour tout x fixé ou ¢ fixé vers u(x,t).

Comme les séries ), - %(w, ) >0 %(m, t) convergent uniformément, on conclut que

ou O fn Ou Ofn
E(x’t) - Z ot ( t)? %(mvt) - Z or (aj t)

n>0 n>0

2 2
Comme les séries ), - Batf; (1), Donso %(z,t) convergent uniformément, en appliquant le méme rai-
sonnement aux séries précédentes on conclut également

0= 3 G e = Gl

8t2 o2 " ox 2 = 0x?
5.0mn a B of
G0 =X Greo)
et comme 66{;‘ (2,0) = —nA, sin(n - 0) cos(nz) = 0 on co;clut que u1(x) = 0 pour tout z € R.



Formulaire

(1) Les coefficients de Fourier de f T-périodique continue par morceaux sont donnés par l'intégrale sur une

période (a au choix, w = 2F)
atT a+T
an(f) _ %/ + Cos(nwx)f(x)dx’ bn(f) — %/ - Sin(nwx)f(x)dx,
a+T
enl(f) = %/ et £ (1) da.

(2) Si f est continue et C! par morceaux, alors on a pour n € N* :
an(f/) = nw bn(f)7 bn(f/) = —hw an(f)

(3) La formule de Parseval, valable pour f T-périodique continue par morceaux, s’écrit :

1 ot 2 1R
7 e = EEE S S O+



