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CORRIGÉ DE L ’ EXAMEN DU 6 JUIN 2008

Problème 1.— Soient H un groupe fini et G un groupe cyclique ; suivant la convention adoptée dans le cours, les
groupes cycliques sont finis. Désignons parn l’ordre du groupe G et parm l’ordre du groupe H.

(i) Supposons qu’il existe un homomorphisme de groupes surjectif ϕ : G→ H. Désignons parg un générateur de
G. Tout élémenty de H s’écrit sous la formey = ϕ(x) avecx∈ G, donc sous la forme

y = ϕ(gk) = ϕ(g)k

pour un entier naturelk convenable. Ceci montre que le groupe fini H est cyclique et engendré parϕ(g).

L’ordre du groupe cyclique H est l’ordre du générateurϕ(g). On a donc

{k∈ Z | ϕ(g)k = eH} = mZ

et, puisqueϕ(g)n = ϕ(gn) = ϕ(eG) = eH, nous en concluons quem divisen.

(ii) Supposons réciroquement que le groupe H soit cyclique et que son ordre divise l’ordre du groupe G. Désignons
parg un générateur de G et parh un générateur de H. L’application

Z → G, k 7→ gk

est un homomorphisme de groupes surjectif de noyaunZ, donc induit un isomorphisme de groupesϕG : Z/nZ → G
par application du théorème de Noether. De même, l’application Z → H, k 7→ hk induit un isomorphisme de groupes
ϕH : Z/mZ → H.

Commem divise n, nZ ⊂ mZ et il découle de nouveau du théorème de Noether que la projection canonique
Z → Z/mZ, k 7→ k (modm) induit un homomorphisme de groupes surjectifp : Z/nZ → Z/mZ.

Il reste finalement à poserϕ = ϕH ◦ p◦ϕ−1
G pour obtenir un homomorphisme surjectif du groupe G dans le groupe

H.

Remarque : l’homomorphismeϕ : G→H que l’on vient de définir envoie un élément x deG, écrit sous la forme x= gk

avec k∈ Z, sur l’élémentϕ(x) = hk deH. Si l’on veut utiliser ceci comme définition deϕ , il faut vérifier queϕ(x) ne
dépend pas du choix de l’entier k tel que x= gk et que l’application obtenue est un homomorphisme de groupes.

Problème 2.— On rappelle que les diviseurs de zéro dans un anneau A sont tous les élémentsa de A pour lesquels
qu’il existeb∈ A −{0} tel quea.b = 0.

1. Un élément(a,b) de Z×Z est un diviseur de zéro si et seulement s’il existe(c,d) ∈ Z×Z−{(0,0)} tel que
(a,b).(c,d) = (ab,cd) = (0,0), c’est-à-dire tel queac= bd = 0.

Commec oud doit être non nul, une condition nécessaire esta = 0 oub = 0 car l’anneauZ est intègre.
Cette condition est suffisante car, pour tousa,b∈ Z, (a,0) et (0,b) sont des diviseurs de zéro dansZ×Z en vertu

des identités
(a,0).(0,1) = (0,b).(1,0) = (0,0).

Nous avons ainsi démontré que les diviseurs de zéro dans l’anneauZ×Z sont les éléments(a,b) tels quea = 0 ou
b = 0.

2. Soit A l’anneau des fonctions réelles sur[0,1], l’addition et la multiplication étant définies de la manière usuelle.
Une fonction réellef sur [0,1] est un diviseur de zéro dans A si et seulement s’il existe une fonction réelle non
identiquement nulleg sur [0,1] telle quef .g = 0, c’est-à-dire telle quef (x)g(x) = 0 pour toutx∈ [0,1].

– Si une fonction réellef sur [0,1] est un diviseur de zéro dans A,f .g = 0 avecg une fonction réelle non identi-
quement nulle sur[0,1]. Il existe alors un pointx0 de [0,1] tel queg(x0) 6= 0, ce qui impliquef (x0) = 0 puisque
l’anneauR est intègre.

– Réciproquement, si une fonction réellef sur [0,1] s’annule en au moins un pointx0 de [0,1], c’est un diviseur
de zéro dans A : il suffit en effet de considérer la fonction réelle g sur [0,1] définie parg(x) = 0 si x 6= x0 et
g(x0) = 1 ; cette fonction n’est pas identitquement nulle et on af (x)g(x) = 0 pour toutx∈ [0,1], donc f .g = 0.



Finalement, nous venons de prouver que les diviseurs de zérodans l’anneau des fonctions réelles sur[0,1] sont les
fonctions s’annulant en au moins un point.

Remarque : les fonctions réelles sur[0,1] ne s’annulant nulle part sont exactement les éléments inversibles de l’anneau
A. On a ainsi pour toute fonction réelle f sur[0,1] l’alternative suivante : soit f est inversible dansA, soit f est un
diviseur de zéro dansA.

Problème 3.— 1. C’est une question de cours. Ayant rappelé que le contenuc(P) d’un polynôme P∈ Z[x] est le pgcd
de ses coefficients, les éléments irréductibles de l’anneauZ[x] sont

– les éléments irréductibles deZ, c’est-à-dire les nombres premiers et leurs opposés ;
– les polynômes P∈ Z[x] irréductibles dansQ[x] et de contenuc(P) égal à 1.

2. On rappelle que l’ensembleZ[x]× des éléments inversibles de l’anneauZ[x] est égal à{−1,1}.

L’idéal de Z[x] engendré par 2 etx n’est pas principal. Démonstration par l’absurde : supposons qu’il existe un
polynôme f ∈ Z[x] engendrant l’idéal(2,x) ; on a alors 2= f g et x = f h avecg,h ∈ Z[x]. Comme 2 etx sont des
éléments irréductibles deZ[x], la première condition impliquef ∈ Z[x]× ou f ∈ 2Z[x]×, donc f = ±1 ou f = ±2 ;
la seconde condition impliquef ∈ Z[x]× ou f ∈ xZ[x]×, donc f = ±1 ou f = ±x. On obtient ainsif = ±1. La
contradiction vient du fait quef doit également appartenir à l’idéal(2,x) : s’il existait des polynômesa,b∈ Z[x] tels
que±1 = 2a+xb, on obtiendrait±1 = 2a(0) en faisantx = 0 et, commea(0) ∈ Z, ceci est absurde.

3. Écrivons la racineα sous la formeα = a
b aveca,b∈ Z, b 6= 0 et pgcd(a,b) = 1. On a par hyothèse

0 = f (α) =
an +a1ban−1 + . . .+an−1bn−1a+anbn

bn

en réduisant au même dénominateurbn, donc

−an = ba1an−1 + . . .+an−1bn−1a+anbn.

Commeb divise le membre de droite,b|an et doncb = ±1 puisquea et b sont premiers entre eux ; on obtient ainsi
α = ±a∈ Z.

4. (a) Oui, appliquer le critère d’Eisenstein avec le nombrepremier 3.
(b) Non, on vérifie que 2 est une racine deh et queh = (x−2)(x2−9x+20).

5. (a) L’application j : Q[x,y] → Q, f 7→ f (0,0) est un homomorphisme d’anneau surjectif et de noyau I. Il en
découle quej induit un isomorphisme entre l’anneau quotientQ[x,y]/I et l’anneauQ. CommeQ est un corps, il en
est de même de l’anneauQ[x,y]/I et I est donc un idéal maximal deQ[x,y].

(b) L’idéal I est égal à(x,y) et n’est pas principal.
L’inclusion (x,y) ⊂ I est évidente ; pour obtenir l’inclusion réciproque, il suffit d’obsercer que tout polynôme

f ∈ Q[x,y] s’écrit sous la formef = f (0,0)+xg+yh avecg,h∈ Q[x,y].
La démonstration du fait que l’idéal(x,y) n’est pas principal est analogue à celle de la question 2 en utilisant le fait

quex ety sont des éléments irréductibles deQ[x,y] ainsi que l’identitéQ[x,y]× = Q×.

(c) Tout anneau euclidien est principal ; comme l’idéal(x,y) n’est pas principal, l’anneauQ[x,y] n’est pas principal
et donc,a fortiori, n’est pas euclidien.

Si A est un anneau factoriel, l’anneau A[x] est factoriel (théorème de Gauss). Comme l’anneauQ[x] est factoriel
car euclidien, l’anneauQ[x,y] = (Q[x])[y] est factoriel.

Problème 4.— 1. On aa = (1,2,3,4)(5,6,7,8) etb = (1,5,3,7)(2,6,4,8). En particulier,a4 = b4 = 1.

2. On a

ab=

(

1 2 3 4 5 6 7 8
6 7 8 5 4 1 2 3

)

= (1,6)(2,7)(3,8)(4,5),

a2 = (1,2,3,4)2(5,6,7,8)2 = (1,3)(2,4)(5,7)(6,8) et b2 = (1,3)(5,7)(2,4)(6,8).

Observons que l’on aa2 = b2 et (ab)2 = 1.

3. L’applicationϕ : 〈a〉× 〈b〉 → S8, (s, t) 7→ st est un homomorphisme de groupes si et seulement si, pour tous
entiers naturelsn,n′,m,m′,

ϕ((an,bm).(an′ ,bm′
)) = ϕ(an,bm)ϕ(an′ ,bm′

),



c’est-à-dire

an+n′bm+m′
= anbman′bm′

.

On voit donc queϕ est un homomorphisme de groupes si et seulement sia etb commutent.
Tel est effectivement le cas : en effet, vu les identitésb4 = 1,a2 = b2 et(ab)2 = 1 établies précédemment, on obtient

aabb= a2b2 = b4 = 1 et abab= 1,

donc

ab= a−1b−1 = ba.

Nous avons ainsi prouvé que l’applicationϕ est un homomorphisme de groupes. Son image est le sous-groupe de
S8 engendré para etb, c’est-à-dire H.

4. Le noyau deϕ est composé des couples(an,bm) tels queanbm = 1. Comme les permutationsa etb sont d’ordre
4, il suffit de considérermetn dans{0,1,2,3}.

On connaît déjà l’identitéa2b2 = 1 (question 2) ; sim≥ 2 et n ≥ 2, alorsanbm = an−2bm−2 et il suffit donc de
trouver tous les couples(an,bm) tels queanbm = 1 avecn,m∈ {0,1,2,3} etn≤ 1 oum≤ 1.

Le cas des couples(n,m) avec 1≤ n≤ 3 etm∈ {0,1} se traite facilement :
– aucun des élémentsa, a2, a3 n’est égal à 1 puisquea est d’ordre 4 ;
– par ailleurs,ab 6= 1 (question 2) eta 6= b, donca3b 6= a4 = 1 ;
– enfin,a2 6= b puisquea2 est d’ordre 2 tandis queb est d’ordre 4, donca2b 6= a4 = 1.

Par un raisonnement analogue, on vérifie qu’aucun des éléments anbm avecn∈ {0,1} et 1≤ m≤ 3 n’est égal à 1.
Finalement, pour tousn,m∈ {0,1,2,3} avecn≤ 1 oum≤ 1,

anbm = 1⇐⇒ n = m= 0

et donc

Ker(ϕ) = {(1,1),(a2,b2)}.

5. L’homomorphismeϕ induit un isomorphisme entre le groupe quotient〈a〉× 〈b〉/Ker(ϕ) et H. On a donc

|H| =
|〈a〉× 〈b〉|
|Ker(ϕ)|

=
|〈a〉|× |〈b〉|
|Ker(ϕ)|

=
16
2

= 8.

Remarque : on peut répondre plus rapidement aux questions 4 et 5 : |H| divise |〈a〉 × 〈b〉| = 16, donc |H| ∈
{1,2,4,8,16} ; commeH contient le sous-groupe cyclique〈a〉 d’ordre 4, |H| ≥ 4 ; ayant vérifié que l’élément b de
H n’appartient pas au sous-groupe〈a〉, on obtient ensuite|H| > 4, donc |H| = 8 ou |H| = 16; finalement, comme
a2b2 = 1, l’homomorphismeϕ n’est pas injectif, donc|H| < 16. Nous obtenons ainsi|H| = 8 et |Ker(ϕ)| = 16

|H| = 2,

d’où Ker(ϕ) = {(1,1),(a2,b2)}.

Problème 5.— 1. Pour toute orbite O de G dans X,|O| divise |G| et donc, comme|G| est une puissance dep,

|O| = 1 ou |O| ≡ 0 (mod p).

Si l’on désigne parO l’ensemble des orbites de G dans X, l’équation aux classes s’écrit sous la forme

|X| = ∑
O∈O

|O|.

Par hypothèse, le membre de gauche|X| n’est pas divisible parp ; le membre de droite ne l’est donc pas non plus et il
existe par conséquent au moins une orbite O telle que|O|= 1. Cette orbite est réduite à un pointx de X tel quegx= x
pour toutg∈ G, ce qui prouve l’existence d’un point fixe de G dans X.

2. (a) Le choix d’une base de V fournit un isomorphisme entre Vet leFp-espace vectoriel standardFn
p, donc V est

un ensemble fini de cardinalpn.
Tout automorphismeFp-linéaire de V préserve l’origine de V et donc stabilise le sous-ensemble V−{0} de V.

En particulier, l’action naturelle d’un sous-groupe G de GL(V) sur V induit une opération de G sur V−{0}. Si |G|
est une puissance dep, on peut alors appliquer la question précédente avec l’ensemble X = V −{0} de cardinal
|V −{0}| = pn−1 premier àp. On en déduit ainsi l’existence d’un vecteur non nulv∈ V tel quegv= v pour tout
g∈ G.



(b) Pour tout élémentg de G,gv1 = v1 et donc sa matrice dans la baseb est de la forme










1 ∗ . . . ∗
0
... M′(g)
0











avec M′(g) ∈ Mn−1(Fp). Quels que soient les élémentsg,h∈ G,

Matb(gh) = Matb(g)Matb(h) =











1 ∗ . . . ∗
0
... M′(g)
0





















1 ∗ . . . ∗
0
... M′(h)
0











=











1 ∗ . . . ∗
0
... M′(g)M′(h)
0











donc M′(gh) = M′(g)M′(h). Comme M′(1) = In−1, on en déduit que toutes les matrices M′(g), g∈G, sont inversibles.

Pour toutg∈ G, la matrice M′(g) définit un unique automorphismeρ(g) de V′ = Vect(v2, . . . ,vn) tel que

Matb′(ρ(g)) = M′(g).

Quels que soientg,h∈ G,

Matb′(ρ(gh)) = M′(gh) = M′(g)M′(h) = Matb′(ρ(g))Matb′(ρ(h))

doncρ(gh) = ρ(g)ρ(h) et ainsi l’applicationρ : G→ GL(V′) que l’on a définie est un homomorphisme de groupes.

(c) Soit donc G un sous-groupe de GL(V) d’ordre pr avecr ≥ 0 ; en raisonnant par récurrence sur la dimension de
V, nous allons démontrer qu’il existe une baseb de V telle que, pour toutg∈ G, la matrice Matb(g) soit triangulaire
supérieure avec tous ses coefficients diagonaux égaux à 1.

– Le résultat est acquis si dim(V) = 1. Il existe en effet un vecteur non nulv de V tel quegv= v pour toutg∈ G
d’après la question 2 (a) ;b = {v} est une base de V et Matb(g) = (1) = I1 pour toutg∈ G.

– Soit n ≥ 2 et supposons le résultat acquis pour un espace vectoriel dedimensionn− 1. D’après la question 2
(a), il existe une baseb = {v1, . . . ,vn} de V telle quegv1 = v1 pour toutg∈ G. Posant V′ = Vect(v2, . . . ,vn) et
b′ = {v2, . . . ,vn}, il existe en vertu de la question précédente un homomorphisme de groupesρ : G→ GL(V′) tel
que, pour toutg∈ G,

Matb(g) =











1 ∗ . . . ∗
0
... Matb′(ρ(g))
0











.

L’image G′ = ρ(G) deρ est un sous-groupe de GL(V′) isomorphe à G/Ker(ρ) ; son ordre divise par conséquent
celui de G et donc|G′| est une puissance dep. Comme dim(V′) = n−1, nous pouvons appliquer l’hypothèse de
récurrence : il existe une baseβ ′ de V′ telle que la matrice Matβ ′(ρ(g)) soit triangulaire supérieure avec tous ses
coefficients diagonaux égaux à 1.
Dans ces conditions,β = {v1}∪β ′ est une base de V et, pour toutg∈ G, la matrice

Matβ (g) =











1 ∗ . . . ∗
0
... Matβ ′(ρ(g))
0











=











1 ∗ . . . ∗
0 1 ∗ ∗
... 0

... ∗
0 0 0 1











est triangulaire supérieure avec tous ses coefficients diagonaux égaux à 1.


