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REVISIONS . CORRIGE DU DEVOIR

Probléme 1— 1. Quel que soit I'entien > 2, les classes de 1 etl dansZ/nZ sont manifestement des solutions de
I'équation x2 = 1. Ces deux classes coincident si et seulementsDZmod n), donc si et seulement Bi=2; par
suite,A (2) =1 etA(n) > 2 pour toutn > 3.

Sin est un nombre premier, 'annedl/nZ est un corps commutatif et le polynémé X1 a alors au plus 2 racines
dansZ/nZ; on a par suité (3) = A(5) = A (7) = 2.

Il reste & étudier les cas= 4, n = 6 etn = 8, que I'on peut traiter directement en calculahpour tout élémenk
deZ/nZ. On obtientA (4) = A (6) = 2 etA(8) = 4 (les solutions sont les classes de-1, 3 et—3).

2. Quels que soient les nombres entiers naturelsY premiers entre eux, I'application
f:Z—7Z/0ZxZ/NZ, m— (m(modn),m(modn’))

induit un isomorphisme d’anneauxentreZ/nn'Z et 'anneau produif/nZ x 7 /W Z (théoréme chinois des restes).
L'équationx® — 1 = 0 a par suite autant de solutions dans I'annBgan'Z qu’elle en a dans 'annedt/nZ x 7 /n'Z.
Ecrivant les éléments de ce dernier anneau sous la feeméy,y), X2 = (y2,y'?) et 1= (1,1) donc les solutions de
I'équationx? — 1= 0 dansZ/nZ x Z/n'Z sont les coupleéy,y’) constitués d’une solution de cette équation dasZ

et d’'une solution dan&/n'Z ; comme il y aA (n)A (n') couples de cette forme, nous en déduisbfrat) = A (n)A (n').

3. Considérons un nombre premiet> 3 et un nombre entiew > 1. Quel que soit le nombre entigr pgcdx —
1,x+1) = 2 et doncp” divise x> — 1 = (x— 1)(x+ 1) si et seulement sp” divise x— 1 oux+ 1, de sorte que les
classes de 1 et1 sont les seules solutions de I'équatién- 1 = 0 dans 'anneal./ p°Z.

4. (i) On a déja calculd (2) =1, A (4) = 2, A(8) = 4. On peut déterminet (16) de maniére directe en calculant
X2 pour tout élément deZ/16Z, ce qui conduit & (16) = 4 (les solutions sont les classes de-1, 7 et—7).

(if) Considérons un nombre entigr> 3 et un nombre entier< Z tel que Z|x?> — 1. Comme & —1,x=1(mod 2
et doncx = 142y avecy € Z. On a alors@ — 1 = (1+2y)?2 — 1 = 4y + 4y? = 4y(y+1) et donc 2 —2|y(y+ 1) puisque
29|x% — 1.

Réciproquement, tout nombre entiede la forme - 2y avecy € Z ety = 0 (mod 2 ~2) vérifie

> —1=4y(y+1) = 0 (mod 4272
= 0(mod Z).

(iii) Quel que soit le nombre entigf, y ety + 1 sont premiers entre eux don& 2 divisey(y + 1) si et seulement
si 222 divise y ou y+ 1. Vu la question précédente, il en découle que les nombrsrer tels quex? — 1 =
0 (mod 2) sont précisément ceux de la former29 1z ou 1+ 2(—1+42°2z) = —1+ 291z avecz € Z. Ces
conditions déterminent exactement quatre classes mofulo 2

1, -1, 1+29 Y et —1429°1

les deux premiéres correspondartair, les deux derniéreszampair.
Nous venons de prouver que, pour tout nombre emtier 3, I'équationx?> — 1 = 0 admet exactement quatre
solutions dans I'annedfl/2°7Z, c’est-a-direA (29) = 4.

5. Soitn un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 etrseit2"2" ], p»" la décomposition de en
produit de facteurs premiers, ou I'on natg(n) la plus grande puissance du nombre premidivisantn.
Soit/ le nombre de diviseurs premigrmapairsden. En vertu des questions 2 et 3,

An) = A (2V2(n)) A (pvp(n))
Il

= A(2%M) |—| 2
p>3 etpn

= A(2%M)2!n



et donc, en vertu de la question 5,

Exemple : 440=23.5.11, doncA (440) = 2>7? = 16.

Probléme 2— 1. (i) Soitg € N. Puisquegxg ! € gHg ! = H, il existe un unique élémemt(g) € {0,1,...,n—1} tel
quegxg ' = x"(9. Deux éléments d’'un groupe ayant le méme ordre s'ils sorjigais x*(9 est d’ordre or@x) = n.

D’autre part, quel que soit le nombre entierx™ est d’ordrem ; on a donc pge@n,n) = 1.

(i) Quels que soient les élémergeth de N,
(ghx(gh) = g(hxh g~ = gx’Mg~t = (gxg 1) = (x'()V(@) = x*(@V(V ;

on a donox’(9" = xV(@V(" soit encore’(O-v(@v( — 1. Commex est d’ordren, il en découlev(gh) — v(g)v(h) =
0 (modn) et I'application
V:N—Z/nZ, g— v(g) (modn)

est donc un homomorphisme de groupes.

Le noyau de ’'homomorphisme est composé des élémentde N tels quex“(9 = x, c’est-a-dire tels qugxg=
X; il s'agit donc du sous-groupe C de N.

2. (i) Une permutatioro € &y, est un cycle de longueursi et seulement si elle posséde ddfs...,m} une
orbite de cardinal et m— ¢ orbites réduites a un point.
Soitc un cycle de longueuf et soitk un nombre entier premier@a
— Toute orbite ponctuelle deest également une orbite ponctuelledi@uisque, st(x) = x, alorsck(x) = x.
— Soit O={ay,...,a/} l'orbite dec de cardinal et choisissons des entiargtv tels que 1= uk+v¢. Comme O
est une orbite de, il existe pour chaquee {1,...,¢} un entiermtel quea; = c™(a;) ; on a alors

a = Cm(al) _ CmuHmW(al) _ Cmuk(al) _ (Ck)mU(al)7

et donc O est l'orbite da; sousck.

Nous venons de vérifier que la permutatirposséden— ¢ orbites ponctuelles et une orbite de longuéuce qui
prouve gu'il s’agit d’'un cycle de longueudr

(i) Les générateurs du groupe cycle H sont les éléments fieriee X< avec pgedk, ord(x)) = 1. Considérons la
décomposition de la permuaticren un produit de cycles de supports disjoints= c; ...¢c; ; 'ordre dex est le plus
plus petit commun multiple des ordres des cycdgs. ., ¢;. Quel que soit le nombre entikipremier a I'ordren dex, k
est ainsi premier a I'ordré du cycleg; et donc, en vertu de la question précédedtest encore un cycle de longueur
4. Les cyclescy, ..., ¢ ayant des supports disjoints, ils commutent deux & deuxret o= (c;...c ) = ck...ck.
Les deux permutations et X< ont par suite des décompositions en produits de cycles degspdisjoints faisant
intervenir des cycles de mémes longueurs, ce qui garangiiegisont conjuguées par un élémentig.

Ainsi, tout générateur du groupe cyclique H est conjugué a

(i) Lhomomorphismev : N — (Z/nZ)* est surjectif en vertu de la question précédente ; comme®gurest le
sous-groupe C de N (question 1, (ii)), cet homomorphismeiinoh isomorphisme entre les groupegNet(Z/nZ)*
par application de la propriété universelle du noyau (tbdnar de Noether).

(iv) Supposons qug soit un cycle de longueun et soitg un élément d&Sy, tel quegx = xg. Si I'on écritx sous

la formex = (a,...,am), gxg = (g(as),...,d(am)) et donc les cyclegay, ..., am) et(g(ay),...,g(an)) sont égaux.
Définissans comme l'unique élément dil, ..., m} tel queg(a;) = a5, on a

N ) Gigp(s-1) sii+s—1<m
g(a.)—{ dits-1-m Sli+s—1>m
Comme d’autre part

roan ) @igr sii+r<m
X(a')_{ai+r_m sii+r>m’

pour tout nombre entiarc {0,...,m— 1}, nous obtenong = x5~ et donc finalement & H.



Comme les groupes NC et(Z/nZ)* sont isomorphegN/C| = ¢ (n) (fonction indicatrice d’Euler) et donN| =
IC|IN/C| = ¢ (n)|C|. Dans le cas que I'on considére, H est le sous-groupe cyclig®, engendré par un cycle de
longueurmet H= C; on a dondC| = |[H| = m, d’ou [N| = ¢ (n)m.

Probléme 3— 1. Si une permutation est écrite comme un produdi ... ¢, de cycles de supports disjoin&,0) =
g(c1)...e(c) = (—1)@)-1++le)-1 et donco appartient au sous-group, de &, si et seulement gi(c;) + ... +
¢(c;) —r est un nombre pair.

Pour chaque € {2,3,4,5}, les suiteg/¢(c1),...,#(c)) convenables sont les suivantes :

- (1,1)sin=2,

- (1,1,1) et(3) sin=3,

-(1,1,1,1), (1,3) et(2,2) sin=4,

- (1,1,1,1,1), (1,1,3), (1,2,2) et(5) sin=5.
Autrement dit2(, = {1}, 23 est constitué de l'identité et des cycles de longue&,3st constitué de l'identité, des
cycles de longueur 3 et des produits de deux transpositiersupports disjoints est constitué de l'identité, des
cycles de longueurs 3 et 5 et des produits de deux transpesitie supports disjoints.

2. (i) D'aprés ce qui précédels = {1,(1,2,3),(1,3,2)} et il s’agit du groupe cyclique engendré par le cycle
(1,2,3). L'applicationZ — 3, m— (1,2,3)™ induit donc un isomorphisme entre les grouig87Z et2As.

(i) Le groupe S, agit naturellement sur 'ensemb{d{1,2},{3,4}},{{1,3},{2,4}},{{1,4},{2,3}}} des parti-
tions de{1,2,3,4} en réunion de deux sous-ensembles disjoints & deux élémemssanto ({{a,b},{c,d}}) =
{{o(@).0(b).{0(0).0(d)})}. o o

On peut vérifier directement que H est stable par multipbcaét inversion, de sorte qu'il s'agit bien d’'un sous-
groupe deSy; il s'agit en fait d’un sous-groupe d¥, car tous les éléments de H sont des permuations paires. Enfin,
comme le conjugué d'un produit de cycles de supports disj@hde longueuré,, ..., ¢, est un produit de cycles de
supports disjoints et de longueuts. .., 4, H est stable par conjugaison et il s’agit donc d’un sousHgeodistingué
des.

Le groupe quotien®4/H est de cardindiS4|/|H| = 12 = 3 et donc est nécessairement isomorphe au graype.

3. (i) Supposons > 3 et soient, t’ deux transpositions distinctes dafis.
— Siles supports deett’ ne sont pas disjoints, ils ont exactement un élément un canetdonc ces transpositions
sont de la formé = (a,b), t’ = (b,c) avecc # a. On a alordt’ = (a,b)(b,c) = (a,b,c) et donctt’ est un cycle
de longueur 3.
— Siles supports deett’ sont disjointst = (a,b) ett’ = (c,d) avec{a,b} N {c,d} = @ et alorstt’ = (a,b)(c,d) =
(a,b)(b,c)?(c,d) = (a,b,c)(b,c,d) est le produit de deux cycles de longueur 3.
(i) Comme les cycles de longueur 3 sont des permutationgydatsires 1, le sous-groupe @g engendré par les
cycles de longueur 3 est contenu daiRs
Réciproquement, les transpositions engendrant le groupétsque, toute permutation € G, s'écrit comme un
produit der transpositions et, comn& o) = (—1)", r est pair sio appartient au groupe alterf4,. Tout élémenio
de®l, s’écrit par conséquent sous la forrme= 03 ... 0y, OU 01, ..., 0y SONt des produits de deux transpositions ; vu
la question précédente, s’écrit alors également sous la forme d’un produit de cydeeongueur 3.
Nous avons ainsi prouvé que le sous-groupe altéinée &, est engendré par les cycles de longueur 3 dés que
n>3.

4. Soit N un sous-groupe distingué 2e.

(i) Tous les cycles de longueur 3 sont conjugués dans le gfsifattention, c’est plus restrictif que la conjugaison
dansGs!). En effet, étant donnés deux cyclest ¢’ de longueur 3, on sait tout d’abord qu'il existe une pernioiat
0 € Gstelle qued = aco L. Sio € Us, il N’y a plus rien a faire ; sinon, il faut modifier pour obtenir une conjugaison
par un élément dels. Supposons donc que I'on &fo) = —1. Comme le support du cyckeest de cardinal 3, il
existe deux éléments distinasetb de {1,...,5} n’appartenant pas au support cleon a alors(a, b)c = c(a,b) et,
posanto’ = g(a,b),

o'ca’ ! = o(ab)c(ab)o?

oco !

= c.

Commee(a’) = —&(0) = 1, nous avons obtenu la conjugaison par un élémeftsde



Maintenant, si le sous-groupe N dg contient un cycle de longueur 3, il contient tous les conjuguégeliisque
N est distingué dars. Comme tous les cycles de longueur 3 sont conjuguésfigns contient alors tous les cycles
de longueur 3 et, vu la question 3, cela implique aussitét M.

(i) La permutationg = (2,5)(3,4) appartient au groupe alterrids et gog—! = (9(1),9(2))(g(3),9(4)) =
(1,5)(4,3) = 1.

Si I'on suppose que N contieat, N contient alors et donc égalemerdt = (1,5,2).

(iii) La permutationh = (2,3)(4,5) appartient au groupe alter®; et hoh~ = (h(1),h(2),h(3),h(4),h(5)) =
(1,3,2,5,4) =T.

Si I'on suppose que N contieat, N contient alors et donc égalemerdt = (1,4,2).

(iv) Sile sous-groupe distingué N @g n’est pas réduit a I'identité, N contient une permutatiog 1 de signature
1. Les possibilités sont : un cycle de longueur 3, le prodeitidux transpositions de supports disjoints ou encore un
cycle de longueur 5. Dans chaque cas, il découle des deurdesguestions que N contient nécessairement un cycle
de longueur 3 et donc N 2[5 en vertu de (i).

Les seuls sous groupes distingués du gralipeont donc{1} et2ls, ce qui prouve que ce groupe sshple

Probleme 4— Dans tout cet exercicgy et q sont deux nombres premiers distincts.
1. On a effectivement

(X =D(XT X4+ = (X X2 X) = (X LX) =X 1
Commef (1) = g +# 0 dansFp, 1 n'est pas une racine dedanskF .

2. (i) L'anneau quotienf,[X]/(g) est un corps car le polynéngeest irréductible. Rappelons la déemonstration :
un élément non nuddelF,[X]/(g) est la classe d'un polynonties IF,[X] non divisible pag ; commeg est irréductible,

h etg sont alors premiers entre eux et satisfont par conséquerd &lentité de BézoutZ ug+vhavecu,v e Fp[X].
Notanty la classe der dans I'anneau quotierit,[X]/(g), cette identité fournit la relation % yx danslF,[X]/(9g) et
ceci prouve que est inversible. Tout élément non nul étant inversible,i@aulF ,[X]/(g) est un corps.

(i) Par division euclidienne, tout polyndnies IF,[X] s’écrit sous la formé = qg+r avecq,r € Fp[X] et dedr) <
degg) —1=d—1; commeg diviseh—r, h etr définissent la méme classe ddfsX]/(g) et donc chaque classe
contient effectivement un polyndme de degré au plusl.

D’autre part, deux polyndmesr’ € IF,[X] de degrés au plus— 1 définissent la méme classe si et seulement s'ils
sont égaux : en effet, comme deg-r') <d—1<degg),r—r' =0sigr—r’.

(iii) D’apres la question précédente, le cardinal du corps K,[X]/(g) est le nombre de polyn6mes de degré au
plusd — 1 dansF,[X], ou encore le nombre deuplets(ay, .. .,a4-1) d'éléments dé&,; on a donc Car(K) = p’.

3. Soitx la classe de X dans K.

(i) Puisqueg divise f, g divise X4—1 et doncxd — 1 = 0 dans K; cela montre queest un élément de Kdont
I'ordre diviseq. Puisqueg est un nombre premiex,est donc d'ordre 1 ou d’ordrg

Dire quex est d’ordre 1, c’est dire que— 1 = 0 dans K et cela équivautggX — 1. Ceci conduit & une contradiction
car alorsg = X — 1 et donc X— 1| f, ce qui n'est pas le cas en vertu de la question 1. Ainsi,méldx de K< est
d'ordreq.

(i) Le groupe multiplicatif K< = K — {0} est d’ordrep® — 1 en vertu de la question 2, (iii). Comme I'ordre xle
divise I'ordre de K< (théoréme de Lagrangey,p® — 1 et doncp® = 1 (modq).

4. Soitn 'ordre dep dans le group€Z/qZ)*.

(i) Commep® = 1 (modq), I'ordre dep dans(Z/qZ)* divised : n|d.

(i) Quels que soiena, b € K, F(ab) = (ab)P = aPbP = F(a)F(b) car K est commutatif. D'autre part, comrpg()
pour touti € {1,...,p—1},(") = 0 dans le sous-cord, de K, donc(?) = 0 dans K et

Fla+b)=(a+bP=a+ % (?) aP~'b' +bP = aP + bP = F(a) + F(b).

1<i<p-1

Il reste a vérifier que F est une bijection. Pour cela, il sufffitoserver que F est un endomorphisme du groupe
additif (K, +) dont le noyau, constitué des élémeatde K tels quea® = 0, est réduit & 0 puisque K est un corps; F
est par suite une injection, et donc bijection puisque Bemsle K est fini.

Ainsi, F est un automorphisme du corps K.



(iii) Par définition de I'entiem, q divise p” — 1 et doncx”” = x puisquexd = 1. On a donc FKx) = xP" =x.
En vertu de la question 2 (ii), tout élémertde K s’écrit (de maniére unique) sous la forager a;x+. .. +ag_1x31
aveca; € F,. Comme F est un automorphisme de corps,

F(z) = F(ag+awX+ ... +aq-13™1) = F(ag) + F(ay)F(X) + ... + F(ag_1)F(x)4 1
et donc Kz) = zcar Fx) = x et Ha) = a pour touta € [F, en vertu du petit théoréeme de Fermat.
Ainsi, F" = idk.
(iv) D’aprés la question précédente, tout élément du corpstkacine du polyndmePt—T.

(v) Le polynéme P' — T ayant au plug” racines dans le corps k¢ < p" et doncd < n. Comme d'autre par|d
(question 4,(i))n < d et donc finalemend = n.

A lissue de ces questions, nous avons démontré que chaceerfarréductible de dansFp[X] est de degré égal
al'ordre dep dans(Z/qz)* ; en particuliertousles facteurs irréductibles dedanslF,[X] ont lemémedegré.

5. Nous fixons dans cette question un nombre premier

() Soit a un nombre entier et sop un nombre premier distinct dg qui divisea® ! + ... +a+ 1. Dans ces
conditions, la classa de a danslF, est une racine du polynénfe= X414 ..+ X+1etdonc X—aest un facteur
irréductible def dansF,[X]. En vertu de la question 4, ceci implique que la classp dans(Z/qZ)* soit d’ordre 1,
c'est-a-direp= 1 (modq). En outre, tous les facteurs irréductibles fddansF ,[X] ayant le méme degré, tous sont
de degré 1 et le polyndmkest scindé suF,.

(i) Etant donné un nombre entier> 2 et un facteur premigp de (m!)%1 4+ ...+ (m!) + 1, p ne divise pasn! et
doncp > m+1.

(iii) Le nombre entier(q!)4 1 +... +q! + 1 est supérieur ou égalgx1 > 3 donc est divisible par un nombre
premierp; ; commep; > q-+ 1 en vertu de la question précédenpe,et g sont distincts et il découle alors de la
question (i) que I'on @1 = 1 (modq).

On définit alors par induction une suite strictement croigsgp,)n>1 de nombres premiers comme suib;: est
choisi comme ci-dessus gt 1 est un nombre premier divisafp,!)9 1 +... +pn+1>1; on a bienpy,1 > pn €N
vertu de la question (i), dong,,1 > p1 > q, et p,1 = 1 (modq) en vertu de la question (i).

Quel gue soit le nombre premigrnous avons ainsi démontré I'existence d’'une infinité delmesipremierp tels
quep= 1(modq).

Remarque et exerciceSoit p un nombre premier supérieur ou égaB.aEn remplagant le polynémx¥9 — 1 (resp.

f) par X* — 1 (resp.X? + 1) et en suivant le méme raisonnement que précédemment, wrepgoe tous les facteurs
irréductibles dex?+ 1 ont le méme degré, égal a I'ordre de p ddf5'4Z)* . On en déduit alors comme a la question
5 qu'il existe une infinité de nombres premiers de la folmedk, ke N.

Plus généralement, une variante de cet exercice permetmerntéer qu'il existe, pour tout entier naturelr 2,
une infinité de nombres premiers p tels que f (modn).




