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DEVOIR DE REVISIONS

A rendre au plus tard le jeudi 22 mai 2008. Le probléme 2 et wbjgme 4 (sauf la question 5) sont extraits de
I'examen de 2004.

Probléme 1— Etant donné un nombre entier natunet 2, on désigne pak (n) le nombre de solutions de I'équation
x? —1 =0 dans I'anneal/nZ; de maniére équivalentd,(n) est le nombre d’entier naturets € {0,1,...,n—1}
tels quen? = 1 (modn).

Cet exercice a pour objet I'étude de la fonctibn

1. Calculer explicitement (n) pour 2< n < 8.

2. Démontrer que la fonctioh estmultiplicative: pour tous entiers naturefsetn’ premiers entre eux,
A(n) = A(n)A(n').

3. Montrer que 'on & (p%) = 2 pour tout nombre premigy impair et tout nombre entiesr > 1.

4. (i) Que valen (2), A(4), A(8) etA(16) ?
(i) Soit a > 3 un nombre entier. Justifier qu’un élémertde Z /297 vérifie x> = 1 si et seulement si c’est la
classe d’'un nombre entier de la forme-2y avecy € Z ety(y+ 1) = 0 (mod 2 ~2).

(iii) Déduire de ce qui précéde que I'on a

1 sia=1
A(2%)=< 2 sia=2
4  sia>3.

5. Donner une formule explicite pour(n) en fonction de la décomposition deen produit de facteurs premiers.
En guise d’application, détermin@r(440).

Probleme 2— Soit G un groupe fini et soit € G un élément d'ordrer. On désigne par H le sous-groupe de G
engendré pax et on pose

C={geG|ogx=xg}, N={geG|gHg *=H}.
1. (i) Pour toutx € N, montrer qu'il existe un unique nombre entiefg) € {1,...,n— 1} premier avea tel que
gxg 1 =x"9),
(i) Démontrer que I'applicatiov : N — (Z/nZ)*, g+ v(g) (modn) est un homomorphisme de groupes de
noyau C.
2. On suppose maintenant que G est un groupe syméiéigue
(i) Soitc € G un cycle de longueut et soitk un nombre entier premier avécDémontrer queX est également
un cycle de longueu.
(i) En déduire que sk est un autre générateur du groupe H, aloesx’ sont conjugués dans G.
(iii) Déduire des questions précédentes que les groug€sel(Z/nZ)™ sont isomorphes.
(iv) Si 'on suppose en outre queest unm-cycle, montrer que I'on a € H et calculer 'ordre de N.

Probléme 3(Simplicité du group@ls) — Etant donné un nombre entiet> 2, on rappelle qu'il existe un et un seul
homomorphisme de groupes &, — {—1,1} tel que&(t) = —1 pour toute transposition; cet homomorphisme est
la signatureet 'on ag(c) = (—1)"°"9ueu©)~1 pour tout cyclec € &, (cf. Fiche 5, exercice 1). Par définition,deoupe
alterné de degré mst le noyau de cet homomorphisme ; c’est un sous-groupgaglistdeS, d'indice 2, que 'on
notefA.



1. Pourn € {2,3,4,5}, décrire les éléments du groupi & partir de leur décomposition en produit de cycles de
supports disjoints.

2. (i) Vérifier que le group@(3 est isomorphe & /3Z.
(i) Vérifier que H={1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} est un sous-groupe distingué g et que le groupe
quotient4/H est isomorphe & /3Z.
3. Supposons > 3.

(i) Démontrer que le produit de deux transpositions digtisdeS,, est un 3-cycle ou le produit de deux trois
cycles. (ndication : considérer d’abord le cas de deux transposiicayant des supports non disjoints puis celui de
deux transpositions ayant des supports disjojnts

(i) En déduire que le groupe alterf§, est engendré par les 3-cycles.

4. L'objet de cette derniere question est de démontrer ggelgpells estsimple c’est-a-dire qu'’il ne posséde pas
de sous-groupe distingué distinct fig} et2s. Soit donc N un sous-groupe distinguéfie

() En utilisant la question 3, montrer que si N contient ucy8te alors N= 2s.

(i) Supposons que N contienne le produit de deux transpaositde supports disjoints, disoos= (1,2)(3,4).
Montrer queo et = (1,5)(3,4) sont conjugués dars et en déduire que N contient le 3-cyde = (1,2,5).

(ii) Supposons que N contienne un 5-cycle, disons: (1,2,3,4,5). Montrer que le 5-cycle = (1,3,2,5,4)
est conjugué @& dans2s et en déduire que N contient le 3-cyda = (1,4,2).

(iv) Conclure.

Probléme 4— Soientp et g deux nombres premiers distincts. On nig= 7Z/pZ le corps ap éléments et on
considére danB[X] le polyndmef (X) = X9 1+ X924 . + X +1.
1. Vérifierque 'ona X — 1= (X — 1) f(X) et que X— 1 ne divise pad (X).
Dans ce qui suit, on désigne m(X) un facteur irréductible d&(X) danskF[X] et I'on posed = ded(g).
2. (i) Expliquer pourquoi I'anneau quotientKF,[X]/(g) est un corps.
(i) Montrer que toute classe dans K contient un unique pirye delF,[X] de degré au plud — 1.
(iii) En déduire que K est de cardinpf.
3. Soitx la classe de X dans K.
(i) Montrer quex est un élément d’ordrg dans le groupe multiplicatif K. (Indication : utiliser la question L
(i) Prouver quep® est congru a 1 modula.
4. Soitn I'ordre de la classe dp dans le groupéZ/qz)*.
(i) Prouver quen divised.
(ii) Vérifier que I'application F : K— K, a+ aP est un automorphisme du corps K.
(iii) Montrer que 'on a P(x) = x puis en déduire que I'on &'~ idk.
(iv) Déduire de ce qui précéde que tout élément de K est ratimmlynome 7" — T.
(v) Conclure que I'on @ = n.
5. On fixe dans cette derniére question un nombre pregier

(i) Soita un nombre entier et supposons qusoit un nombre premier distinct dggui divisead 1 4+a%2+ ... +
a+ 1. En utilisant les questions précédentes, démontrer gpely@ome f (X) est scindé dang,[X] et en déduire
que I'on ap= 1 (modq).

(ii) Soit m> 2 un nombre entier naturel. En utilisant l'identifg!)d — 1 = (m! — 1)((mH)% 14 ...+ ml + 1),
démontrer que I'on @ > m+ 1 pour tout facteur premigude (m)%1 ... +m! +1.

(iiiy Déduire des deux questions précédentes qu'il existe infinité de nombres premiers tels quep =
1 (modaq).




