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DEVOIR DE RÉVISIONS

À rendre au plus tard le jeudi 22 mai 2008. Le problème 2 et le problème 4 (sauf la question 5) sont extraits de
l’examen de 2004.

Problème 1— Étant donné un nombre entier natureln≥ 2, on désigne parλ (n) le nombre de solutions de l’équation
x2 − 1 = 0 dans l’anneauZ/nZ ; de manière équivalente,λ (n) est le nombre d’entier naturelsm∈ {0,1, . . . ,n− 1}
tels quem2 ≡ 1 (modn).

Cet exercice a pour objet l’étude de la fonctionλ .

1. Calculer explicitementλ (n) pour 2≤ n≤ 8.

2. Démontrer que la fonctionλ estmultiplicative: pour tous entiers naturelsn et n′ premiers entre eux,

λ (nn′) = λ (n)λ (n′).

3. Montrer que l’on aλ (pα) = 2 pour tout nombre premierp impair et tout nombre entierα ≥ 1.

4. (i) Que valentλ (2), λ (4), λ (8) et λ (16) ?

(ii) Soit α ≥ 3 un nombre entier. Justifier qu’un élémentx de Z/2α
Z vérifie x2 = 1 si et seulement si c’est la

classe d’un nombre entier de la forme 1+2y avecy∈ Z ety(y+1) ≡ 0 (mod 2α−2).

(iii) Déduire de ce qui précède que l’on a

λ (2α) =







1 si α = 1
2 si α = 2
4 si α ≥ 3.

5. Donner une formule explicite pourλ (n) en fonction de la décomposition den en produit de facteurs premiers.
En guise d’application, déterminerλ (440).

Problème 2— Soit G un groupe fini et soitx ∈ G un élément d’ordren. On désigne par H le sous-groupe de G
engendré parx et on pose

C = {g∈ G | gx= xg}, N = {g∈ G | gHg−1 = H}.

1. (i) Pour toutx ∈ N, montrer qu’il existe un unique nombre entierν(g) ∈ {1, . . . ,n−1} premier avecn tel que
gxg−1 = xν(g).

(ii) Démontrer que l’applicationν : N → (Z/nZ)× , g 7→ ν(g) (modn) est un homomorphisme de groupes de
noyau C.

2. On suppose maintenant que G est un groupe symétriqueSm.

(i) Soit c∈ G un cycle de longueurℓ et soitk un nombre entier premier avecℓ. Démontrer queck est également
un cycle de longueurℓ.

(ii) En déduire que six′ est un autre générateur du groupe H, alorsx et x′ sont conjugués dans G.

(iii) Déduire des questions précédentes que les groupes N/C et(Z/nZ)× sont isomorphes.

(iv) Si l’on suppose en outre quex est unm-cycle, montrer que l’on a C= H et calculer l’ordre de N.

Problème 3(Simplicité du groupeA5) — Étant donné un nombre entiern≥ 2, on rappelle qu’il existe un et un seul
homomorphisme de groupesε : Sn →{−1,1} tel queε(τ) =−1 pour toute transpositionτ ; cet homomorphisme est
la signatureet l’on aε(c) = (−1)longueur(c)−1 pour tout cyclec∈Sn (cf. Fiche 5, exercice 1). Par définition, legroupe
alterné de degré nest le noyau de cet homomorphisme ; c’est un sous-groupe distingué deSn d’indice 2, que l’on
noteAn.



1. Pourn ∈ {2,3,4,5}, décrire les éléments du groupeAn à partir de leur décomposition en produit de cycles de
supports disjoints.

2. (i) Vérifier que le groupeA3 est isomorphe àZ/3Z.

(ii) Vérifier que H= {1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} est un sous-groupe distingué deA4 et que le groupe
quotientA4/H est isomorphe àZ/3Z.

3. Supposonsn≥ 3.

(i) Démontrer que le produit de deux transpositions distinctes deSn est un 3-cycle ou le produit de deux trois
cycles. (Indication : considérer d’abord le cas de deux transpositions ayant des supports non disjoints puis celui de
deux transpositions ayant des supports disjoints.)

(ii) En déduire que le groupe alternéAn est engendré par les 3-cycles.

4. L’objet de cette dernière question est de démontrer que legroupeA5 estsimple, c’est-à-dire qu’il ne possède pas
de sous-groupe distingué distinct de{1} etA5. Soit donc N un sous-groupe distingué deA5.

(i) En utilisant la question 3, montrer que si N contient un 3-cycle alors N= A5.

(ii) Supposons que N contienne le produit de deux transpositions de supports disjoints, disonsσ = (1,2)(3,4).
Montrer queσ et τ = (1,5)(3,4) sont conjugués dansA5 et en déduire que N contient le 3-cycleστ = (1,2,5).

(iii) Supposons que N contienne un 5-cycle, disonsσ = (1,2,3,4,5). Montrer que le 5-cycleτ = (1,3,2,5,4)
est conjugué àσ dansA5 et en déduire que N contient le 3-cycleστ = (1,4,2).

(iv) Conclure.

Problème 4 — Soient p et q deux nombres premiers distincts. On noteFp = Z/pZ le corps àp éléments et on
considère dansFp[X] le polynômef (X) = Xq−1+Xq−2+ . . .+X +1.

1. Vérifier que l’on a Xq−1 = (X −1) f (X) et que X−1 ne divise pasf (X).

Dans ce qui suit, on désigne parg(X) un facteur irréductible def (X) dansFp[X] et l’on posed = deg(g).

2. (i) Expliquer pourquoi l’anneau quotient K= Fp[X]/(g) est un corps.

(ii) Montrer que toute classe dans K contient un unique polynôme deFp[X] de degré au plusd−1.

(iii) En déduire que K est de cardinalpd.

3. Soitx la classe de X dans K.

(i) Montrer quex est un élément d’ordreq dans le groupe multiplicatif K×. (Indication : utiliser la question 1)

(ii) Prouver quepd est congru à 1 moduloq.

4. Soitn l’ordre de la classe dep dans le groupe(Z/qZ)×.

(i) Prouver quen divised.

(ii) Vérifier que l’application F : K→ K, a 7→ ap est un automorphisme du corps K.

(iii) Montrer que l’on a Fn(x) = x puis en déduire que l’on a Fn = idK .

(iv) Déduire de ce qui précède que tout élément de K est racinedu polynôme Tp
n
−T.

(v) Conclure que l’on ad = n.

5. On fixe dans cette dernière question un nombre premierq.

(i) Soit a un nombre entier et supposons quep soit un nombre premier distinct deq qui diviseaq−1+aq−2+ . . .+
a+ 1. En utilisant les questions précédentes, démontrer que lepolynôme f (X) est scindé dansFp[X] et en déduire
que l’on ap≡ 1 (modq).

(ii) Soit m≥ 2 un nombre entier naturel. En utilisant l’identité(m!)q − 1 = (m! − 1)((m!)q−1 + . . . + m! + 1),
démontrer que l’on ap≥ m+1 pour tout facteur premierp de(m!)q−1 + . . .+m! +1.

(iii) Déduire des deux questions précédentes qu’il existe une infinité de nombres premiersp tels quep ≡
1 (modq).


