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2. CONGRUENCES ET PETIT THEOREME DE FERMAT

Exercice 1.Ecrire les tables de I'addition et de la multiplication d&y$Z pourn=5,n=6,n= 7 etn = 8. Dans
chaque cas, déterminer tous les éléments inversiblestqusides élémenta de Z/nZ tels quea? = 1, puis enfin
tous les éléments tels quea® = 1.

Exercice 2.Démontrer qu'un nombre entier de la formle-81 n'est jamais la somme de trois carrés.

Exercice 3.Soienta, b et ¢ trois nombres entiers relatifs. Démontrer queasi- b® + ¢ est divisible par 7, alors
nécessairement I'un des trois nombeeb ou c est divisible par 7.

Exercice 4.Déterminer I'inverse de 8 modulo 43, puis l'inverse de 11 olod 28.

Exercice 5.(La fonction indicatrice d’Euley Etant donné un entier natunel> 1, on rappelle que I'on notg(n) le
nombre d’éléments inversibles dans I'ann@awZ ; de maniére équivalente,(n) est le nombre d’entiers natureis
tels que

1<m<n et pgcdn,m) =1.

L'application ¢ : N — {0} — N ainsi définie est léonction indicatrice d’Euler
1. Déterminer directememt(n) pour 1< n < 8.
2. Soientn, n’ deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux. Déaraqie I'on ap (nn') = ¢ (n)@ (n').
3. Calculerg (p¥) pour tout nombre premig et tout nombre entier naturkl
4. Déduire des questions (ii) et (iii) une formule expligi@ur ¢ (n), quel que soit le nombre entiar> 1.
5. Calculerg (60) et ¢ (100).
6. On va finalement montrer que, pour tout nombre emtierl,

%(p(d):n,

la somme portant sur 'ensemble des enters 1 divisantn.
Posonsb(n) = 3 gn ¢ (d).
— Vérifier que®(nn') = ®(n)®(n') pour tousn,n’ tels que pgcth,n’) = 1.
— Calculer®(p*) pour tout nombre premigu et tout nombre entier naturkl
— Conclure.

Exercice 6.(Le théoreme de Fermat-Euler) Démontrer que les quatre énoncés suivants sont équisalent

1. Quel que soit le nombre premipraP~! = 1 (mod p) pour tout nombre entiextel quep1 a.

2. Quel que soit le nombre premipraP = a (mod p) pour tout nombre entiea.

3. Quels que soient le nombre prempeet I'entier naturek > 1, Pty =1 (mod p¥) pour tout nombre entier
atelquepta.

4. Quel que soit le nombre entier> 1, a?™ = 1 (modn) pour tout nombre entiex tel que pgcda,n) = 1.

(Indication : démontrer les implication$ = 2 = 3 = 4 = 1. Pour 2 = 3, raisonner par récurrence sur k en
écrivant & (-1 — 1 = AP — 1 avec A= a? *(P-1))

Exercice 7.(Le théoreme de Fermat-Eule)) oitn > 1 un nombre entier et sa@te Z premier avea.
1. NotonsM le produit de tous les entierse {1,...,n— 1} tels que pgcth,m) = 1. En considérant la multiplica-
tion para dansZ/nZ, démontrer que 'on aa®(WM = M (modn).



2. En déduire le théoréme de Fermat-Euler :
a®™ =1 (modn).

3. Déterminer le dernier chiffre de 4%° dans I'écriture décimale. Méme question avet®4'3
4. Déterminer le dernier chiffre de 20878 dans I'écriture hexadécimale (c’est-a-dire en base 16).

Exercice 8.(Le petit théoreme de Ferm)aboit p un nombre premier.
1. Démontrer que, pour tout entiee {1,..., p— 1}, p divise le coefficient binomia(f).
2. En déduire que I'on ga+ b)P = aP + bP (mod p) pour tousa, b € Z.
3. En déduire le petit théoréme de Fermat :

VaeZ, aP =a(modp).

Exercice 9.(Le théoréeme RSA (Rivest-Shamir-Adleman, 103dientp et g deux nombres premiers distincts. On
poseN = pqet on choisit un nombre entier> 1 premier & (N) = (p—1)(q—1).

1. Justifier qu'il existe un nombre entiditel queed= 1 (mod (p—1)(q—1)).

2. Démontrer que, pour tout nombre entiea® = a (mod p) eta® = a (modq).

3. En déduire que, potout nombre entiea,

a®d=a (modN).

Cette variante du théoréme de Fermat-Euler est le fondemhersystéme de cryptographie RSA, introduit par
Ron Rivest, Adi Shamir et Len Adleman en 1977 et utilisé alifoii de maniére quasi universelle... Pour en sa-
voir plus, voir la fiche complémentaire « Cryptographie »saigue les différents documents regroupés sur ma page
personnellé?, dont I'article original de Rivest, Shamir et Adleman.

Exercice 10.(Le théoréme de Wilson) $oit p un nombre premier.
1. Déterminer tous les élémerasdu corpsZ/ pZ tels quea? = 1.
2. En regroupant chaque élément avec son inverse, démqogée produit de tous les éléments non nuls du corps
7./ pZ est égal a-1.
3. En déduire le théoreme de Wilson :
(p—1)! =—1(mod p).

Exercice 11.(Le théoréme de Wilson) Soit p un nombre premier.
1. Démontrer que le polyndmePT! — 1 est scindé a racines simples sur le cGippZ.
2. En déduire que I'on a(p—1)! = —1 (mod p).
3. Démontrer qu’un nombre entiar> 2 est premier si et seulement si

(n—1)! = -1 (modn).
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