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3. GROUPES : EXEMPLES , SOUS-GROUPES ET ORDRES

Exercice 1.SoitQ l’ensemble des nombres rationnels muni de la loi de composition interne

∗ : Q×Q → Q, (a,b) 7→ a∗b = a+b+ab.

Cette loi fait-elle deQ un groupe ? Reprendre la question avec(Q−{−1},∗).

Exercice 2.Soit G un ensemblefini muni d’une loi de composition interne G×G→ G, (a,b) 7→ a·b.
On fait les hypothèses suivantes :

– cette loi est associative ;
– quels que soient les élémentsa,b etc de G,

(a·b = a·c =⇒ b = c) et (b·a = c·a =⇒ b = c).

(On dit que tout élément de G estsimplifiableà gauche et à droite.)
1. Étant donné un élémenta de G, démontrer qu’il existe un et un seul un élémentea de G tel quea·ea = ea ·a = a.
2. Vérifier que l’on aea = eb pour tous élémentsa etb de G.
3. En conclure que G est un groupe.

Exercice 3.Soit G un groupe d’élément neutree. Démontrer que, sig2 = e pour tout élémentg de G, alors G est
abélien. (Indication : calculer l’inverse du produit gh de deux éléments g,h deG.)

Exercice 4.(Le groupe des quaternions) SoitH8 l’ensemble des huit matrices complexes suivantes :
(

1 0
0 1

)

,

(

−1 0
0 −1

)

,

(

0 1
−1 0

)

,

(

0 −1
1 0

)

,

(

0 i
i 0

)

,

(

0 −i
−i 0

)

,

(

−i 0
0 i

)

,

(

−i 0
0 i

)

.

1. Vérifier queH8 est un sous-groupe du groupe SL(2,C) et déterminer l’ordre de chacun de ses éléments.
2. Le groupeH8 est-il abélien ?
3. Posons

a =

(

0 1
−1 0

)

et b =

(

0 i
i 0

)

.

Vérifier que le groupeH8 est engendré par les élémentsa et b.

Exercice 5.Démontrer que les groupesZ etZ2 ne sont pas isomorphes.

Exercice 6.Soit G un groupe d’ordre 4.
1. Quelles sont les valeurs possibles pour l’ordre d’un élémentg de G ?
2. S’il existe un élémentg∈ G d’ordre 4, démontrer que G est cyclique et engendré parg.
3. Sig2 = epour tout élémentg∈ G, démontrer que G est isomorphe au groupe produitZ/2Z×Z/2Z.
4. En déduire que tout groupe d’ordre 4 est isomorphe au groupe Z/4Z ou au groupeZ/2Z×Z/2Z et justifier que

ces deux groupes ne sont pas isomorphes.

Exercice 7.Vérifier que l’ensemble
{(

a b
−b a

)

; a,b∈ R et a2 +b2 6= 0

}

est un sous-groupe du groupe GL(2,R) puis démontrer qu’il est isomorphe au groupe multiplicatifC×. (Écrire un
isomorphisme explicite.)

Exercice 8.Soit p un nombre premier. Démontrer que tout groupe fini d’ordrep est cyclique.

Exercice 9. Soit k un corps. Démontrer que tout groupe fini est isomorphe à un sous-groupe du groupe linéaire
GL(N,k) pour un entier N convenable. (Indication : utiliser le théorème de Cayley...)



Exercice 10.Soienta et b des éléments d’ordrep et q dans un groupe G. On suppose quep et q sont premiers entre
eux.

1. Sia etb commutent, démontrer queab est d’ordrepq.
2. Donner un exemple mettant ce résultat en défaut sia et b ne commutent pas. (Indication : on pourra chercher

parmi les groupes d’ordre6...)
3. Soit G un groupe abélien fini et soitd le ppcm des ordres des éléments de G. Démontrer que G contientun

élément d’ordred.

Exercice 11.(Groupes cycliques finis) Soit G un groupe cyclique fini d’ordren.
1. Soitg un générateur de G et soit H un sous-groupe de G. Démontrer queH est cyclique et engendré pargk, oùk

est le plus petit nombre entier strictement positif tel quegk ∈ H.
2. Démontrer que, pour tout diviseurd den, G possède un unique sous-groupe d’ordred.
3. Démontrer que, pour tout diviseurd de n, G possède exactementϕ(d) éléments d’ordred. En déduire une

nouvelle démonstration de l’identité suivante (établie à l’exercice 5 de la fiche 2) :

∑
d|n

ϕ(d) = n.

Exercice 12.(Groupes cycliques finis, suite) Soit G un groupe fini d’ordren satisfaisant à la condition suivante :

pour tout diviseur d de n, il existe au plus d éléments g∈ G tels que gd = e.

1. Étant donné un diviseurd den, démontrer qu’il existe au plusϕ(d) éléments d’ordred dans G. (Indication : si
G possède un élément g d’ordre d, comparer{h∈ G | hd = e} et le sous-groupe deG engendré par g...)

2. En conclure que le groupe G est cyclique. (Indication : utiliser la dernière question de l’exercice précédent.)
3. Soitp un nombre premier. Démontrer que le groupe multiplicatifF×

p = Fp−{0} du corps finiFp est cyclique.
4. Déterminer un générateur explicite deF×

p pour tout nombre premierp ≤ 11 ainsi que pourp = 43 et p = 71.
(Indication : utiliser l’exercice 8)

Exercice 13.Combien y a-t-il d’homomorphismes du groupe(Z/8Z)× dans le groupeS3 ?

Exercice 14.Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. On note G/H l’ensemble des classes à droite modulo
H et on désigne parp : G→ G/H l’application définie parp(g) = gH.

Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe une structure de groupe sur G/H telle quep soit un homomorphisme de groupes ;
(ii) H est un sous-groupe distingué.
En guise d’application, en déduire que tout sous-groupe de Gd’indice 2 est distingué.

Exercice 15.Le centred’un groupe G est l’ensemble Z= {g∈ G | gh= hg pour touth∈ G}.
1. Vérifier que Z est un sous-groupe distingué de G. À quelle condition a-t-on Z= G ?
2. Déterminer le centre des groupes suivants :Sn, GL(N,Q), H8 (cf. exercice 4).
3. Démontrer que le groupe G est abélien si et seulement si le groupe quotient G/Z est cyclique.

Exercice 16.1. Vérifier que le groupe symétriqueS3 est engendré par les permutationsσ =

(

1 2 3
2 3 1

)

et

τ =

(

1 2 3
2 1 3

)

.

2. Déterminer les classes à droite et à gauche deS3 modulo le sous-groupe{1,τ}.

Exercice 17.Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G tels que K⊂H. On suppose que H est d’indice fini dans
G et que K est d’indice fini dans H. Démontrer que K est d’indicefini dans G et que l’on a

(G : K) = (G : H)(H : K).

Exercice 18.Soit G le sous-groupe de GL(2,Q) engendré par les matrices A=

(

1 0
0 −1

)

et B=

(

1 1
0 −1

)

.

Vérifier que l’on a A2 = B2 = 1 puis démontrer que tout élément de G−{1} s’écrit d’une manière et d’une seule
sous la forme X1X2 . . .Xn avec Xi ∈ {A,B} et Xi+1 6= X i ; en particulier, le groupe G estinfini. Vérifier également que
G contient un élémentg∈ G tel quegn 6= 1 pour toutn≥ 1.




