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4. SOUS-GROUPES DISTINGUES, GROUPES SYMETRIQUES ET ACTIONS DE GROUPES

Exercice 1.Soit G un groupe. On fait opérer G sur I'ensemble de ses sauggs par automorphismes intérieurs :
étant donnés un sous-groupe H de G et un élémen®, on posey.H = gHg 2.
Le stabilisateur d’un sous-groupe H sous cette action esiri@alisateurde H dans G :

Ng(H) ={ge G|gHg ' =H}.

1. Quel est le normalisateur d'un sous-groupe distingué-2&ane caractérisation des sous-groupes distingués ?
2. Vérifier que Ns(H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H soit digtingu
3. Déterminer le normalisateur du sous-groupe&desngendré par les transpositioh 2) et (3,4).

Exercice 2.(Produit direc) 1. Soit G un groupe et soient H et K deux sous-groupes distimge G tels que HK =
{e}.

Montrer que I'on ahk = kh pour toush € H, k € K. En déduire que HK= {hk € G, h € H etk € K} est un
sous-groupe de G isomorphe au groupe produitkd

2. Application Soit G un groupe abélien fini d’ordre Pour tout nombre premigy, on désigne par () 'ensemble
des éléments de G dont I'ordre est une puissange de

— Vérifier que Gp) est un sous-groupe de G (appel€tenposante p-primairele G).

— Démontrer que G est isomorphe au produit direct des grd@pes p|n.

— Démontrer qu’un groupe abélien H d’'ordrest isomorphe a G si et seulement si, pour tout diviseur i

den, les groupes @) et H(p) sont isomorphes.

Exercice 3.Soit G un groupe fini, soip le plus petit facteur premier d&| et soit H un sous-groupe de G d’indipe
L'objectif est de démontrer que H est distingué.

1. On consideére I'action de G sur 'ensemblgHBdes classes & gauche modulo H définiegoatl = aH. Démontrer
gue tout sous-groupe de G opére soit transitivement, sodlement (c’est-a-dire fixe chaque point).

2. En déduire que H est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 4.Dresser la liste des éléments du grod@geainsi que sa table de multiplication pouk2n < 4.

. . 1 2 3 45 1 2 3 45
ExerC|ce5.SO|enta:<2 1 4 5 3>etrz<5 3 4 2 l)dans€55.

1. Expliciter les permutationst, 10, g’tetor L

2. Déterminer l'ordre d@, T et oT.

3. Ecriret comme un produit de transpositions de la forfhe+ 1) (1 < i < 4) puis comme un produit de transpo-
sitions de la formé1,i) (2 <i <5).

4. Décomposeo en produit de cycles de supports disjoints.

5. Expliciter 62098 et 72008,

Exercice 6.1. Etant donné un cycle= (ar,ay, ...,an) dansS,, démontrer que I'on a

oco = (o(ay),0(a),...,0(am))

pour toute permutatiow € &,,. En déduire que deux permutations sont conjuguées @ars et seulement si les
longueurs des cycles intervenant dans leur décomposiioonique en un produit de cycles disjoints sont les mémes.
2. Déterminer toutes les classes de conjugaison &ans

Exercice 7.Les permutations suivantes sont-elles conjuguées @afsSi oui, donner explicitement un élémente
G, tel qued’ = ot

10:(1234567>et0,:<1234567>
' 5342176 257 6 14 3)
20:(1234567>et0,:<1234567>
' 2 653471 36 417 25)



Exercice 8.Soitn > 2 un nombre entier. Démontrer que le gropeest engendré par
1. lesn—1 transpositions de la form@,i+ 1), 1 <i < n-—1 (Indication : récurrence sur )i
2. lesn— 1 transpositions de la form@,i), 2<i <n;
3. la transpositior{1, 2) et len-cycle (1,2,...,n).

Exercice 9.0n rappelle que Igroupe alterné,, est le sous-groupe d&, constitué des permutations paires et on
supposen > 3.

1. Démontrer que le produit de deux transpositions est utdyitrde 3-cycles.

2. En déduire que le group¥, est engendré par les 3-cycles.

3. Démontrer que tout élément &g peut s’écrire sous la forme d’un produit de carrés d'élésdetS,.

Exercice 10.1. Combien y a-t-il d’éléments daig qui se décomposent en un produit de trois cycles disjoieisx d
de longueur 2 et un de longueur 3 ?
2. Combien y a-t-il den-cycles dan$5,, ?

. : 1 2 3 456
Exerice 11.Soito = 456 3 2 1 € Gs.
1. Quel est le nombre d'inversions de? En déduire la signature de cette permutation.
2. Décomposer en un produit de cycles disjoints et en déduire son ordre.
3. Justifier ques?°¢ est un produit de transpositions disjointes puis les détemexplicitement.
4. Combien y a-t-il d'éléments dans la classe de conjugaisan?

5. Décomposeo en un produit de transpositions de la forfdei), 2 <i < 6.
Exercice 12.Décrire les classes de conjugaison dangNgIC).

Exercice 13.(Commutateurs et groupe dérjv&oit G un groupe. Etant donnés deux élémentty de G, leur
commutateuest par définition I'élémerk,y] = x 1y~ xy.

On appellegroupe dérivéde G le sous-groupe () de G engendré par les commutatexy], X, y € G.

1. A quelle condition sur G a-t-on (@) = {e} ?

2. Vérifier que OG) est un sous-groupe distingué de G.

3. Démontrer que le groupe quotienfG) est abélien puis vérifier que, pour tout homomorphisnae G dans
un groupe abélien, Kéf) contient OG).

Exercice 14.(Groupe dérivé du group&,) On utilise les notations de I'exercice précédent.

1. Sin> 5, démontrer que deux 3-cycles sont toujours conjuguésrpélément deX.,.

2. On suppose encore> 5. Etant donné un 3-cycle < 2, démontrer qu'il existe une permutatiare 2, telle
queo = [o, 1]. (Indication : écrirec = 0~ 10?)

3. En déduire que I'on a @) = 2, pourn > 5. (Indication : utiliser I'exercice 9

4. Démontrer que I'on a B5,,) = 2, pour toutn > 2, (I

Exercice 15.Soit p un nombre premier et soit G un groupe fini dont le cardinal metpuissance dp. Le but de cet
exercice est de démontrer que le centre de G n’est pas réiikléraent neutre.

1. Supposons que G opére sur un ensemble fini X et désignon€CpaEnsemble des points fixes de X sous G.
Démontrer que I'on &X| = |X®| (mod p).

2. Déduire de la question précédente que le centre de G restduit a I'élément neutre.

Exercice 16.(Théoréme de Cauchgpoit G un groupe fini d’ordra et soitp un diviseur premier da. Le but de cet
exercice est de démontrer que G contient un élément d’qrdre

On considére I'ensemble X {(x1,...,Xp) € GP | X1...Xp = €} et on noteco le cycle dansS(X) défini par
O(X1,X2,...,Xp) = (X2,X3,...,Xp,X1).

Déterminer le cardinal de X, I'ordre de la permutatioret I'ensemble de ses points fixes. Finalement, conclure.

(D¢tant donné un cords Evariste Galois (1811-1832) a décrit une correspondagseptécise entre les propriétés des groupes finis et celles
des racinex des équations algébriqué$x) = 0, ou f € k[T] est un polynéme. Dans ce dictionnaire, les résultats 3 etpliqment le fait
suivant : il est en général impossible de résoudre une @qudg degré> 5 en n'utilisant que des racingsemes successives! (Voir par
exemple le livreThéorie de Galoisle J.-P. Escoffier, chez Dunod)






