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6. ANNEAUX, CORPS ET POLYNOMES

CONVENTION : tous les anneaux considérés sont unitaires, c’est-a-difibssgpossedent un €lément neutre 1 pour la
multiplication, et tout homomorphisme d’anneaux envoiarlls

Exercice 1.0n appelleentier de Gaussn nombre complexe de la fornaet- ib aveca,b € Z.

1. Vérifier que I'ensemble’ des entiers de Gauss, muni de I'addition et de la multipbcatisuelles, est un anneau
commutatif intégre.

2. Quel est le corps des fractions &€

3. Quels sont les éléments inversiblessie

Exercice 2.(Idéaux deM,(k)) Etant donné un anneau A, on rappelle quidéal (bilatére) de A est un sous-groupe
additif | de A tel que, pour tout € | et touta € A, axe l etxae .

1. Soit A un anneau commutatif non nul. Démontrer que A estarpscsi et seulement si les seuls idéaux de A
sont{0} et A.

2. Soitk un corps commutatif et soit un nombre entier strictement positif. On considére un idéal nul | de
lanneau My(K).

(i) Démontrer que | contient une matrice de rang Uimdication : considérer une matrice non nulé € | et choisir
convenablemerf € M,(k) de sorte que la matricBM soit de rang un.

(if) En déduire que | contient la matricg £= diag(1,0,...,0) puis que | contient chacune des matrices élémentaires
Ei,1<i<n.

(iii) Conclure que I'on a = My (k).

3. Comparer les résultats des deux questions précédentes.

Exercice 3.Soientp et q deux nombres premiers distincts. Quels sont les diviseaizétb dans I'anneali/ p°Z ?
Dans l'anneal/ p>qZ ?

Exercice 4.0n considére dans 'annedijX] I'idéal | engendré par 2X et ¥ ainsi que I'idéal J engendré par 3X et
X241

1. Vérifier que X — 2X appartient a l'idéal hJ.

2. Vérifier que I'on a k- J= Z[X] et en déduire quetJ= 1J.

3. Montrer qu'il n’existe pas de polynémesa et Q € J tels que X — 2X = PQ.

Exercice 5.0n considére I'anneaR[X].
1. Déterminer le pgcd des polyndmesd X4X2 44X + 3 et X2+ 5X? + 8X + 6 puis en déduire un isomorphisme
d’anneaux
RIX]/I — R,
ou | est I'idéal deR[X] engendré par X+ 4X2 +4X +3 et X3 +5X2 +8X +6.
2. Déterminer un générateur de l'idéal JRIEX] engendré par les polyndmes X 3X? 4+ 4X +2 et X* - 2X3 +
3X? 42X + 2 puis en déduire un isomorphisme d’anneaux

R[X]/J— C.

Exercice 6.Soit K un corps commutatif et soit®K [X] un polynéme de degré 2 ou 3. Démontrer que P estirréductible
si et seulement si P n’a pas de racine dans K.

Exercice 7.(Racines rationnelles des polynémes a coefficients eptiers
1. Soit Pe Z[X] un polynédmeunitaire. Si un nombre rationnal € Q est une racine de P, montrer quest un
nombre entier divisant(®). (Indication : écrire r= £ avec a b € Z premiers entre eux et montrer que-hl.)

2. Soit Q€ Z[X] un polyndme a coefficients entiers et de detyré 1, écrit sous la forme @ agX9 +aq_ 1 X971+
...+ ag avecaq # 0. Supposons que le nombre rationoet QQ soit une racine de Q.

(i) En utilisant la question précédente, montrer qye est un nombre entier divisaaﬁ‘lao.

(i) En déduire qu’'un nombre fini de vérifications permet deed@éiner si un polyndme @ Q[X] donné admet ou
non une racine darng.



3. En guise d’application de ce qui précede, déterminersgpédyndmes suivants sont ou non irréductibles dans
Q[X]: .
X3 -BX24+11X—4, 3X3+4+2X°+X +4, x3—3x—5.
Exercice 8.Soit A un anneau commutatif.
1. Démontrer qu'il existe un unique homomorphisme d’'anraaZ dans A.

2. Soitn un nombre entier strictement positif. Démontrer que I'aation
HOmAnn (Z[Xl, e ,Xn:l,A) — An, f [ (f(xl), ceey f(Xn))

réalise une bijection entre 'ensemble HQm(Z[X1, ..., Xpn],A) des homomorphismes d’annedlpX1,..., X, — A
et 'ensemble des-uplets d'éléments de A.

Exercice 9.Soitk un corps commutatif et saitun nombre entier strictement positif. Un polyndme R[X1,...,Xy]
esthomogéne de degré slil s’exprime comme une combinaison linéaire des seulsdmas X*... X" tels que
Vi+...+Vp=d. L'ensemble des polyndbmes homogénes de degrél est un sous-espace vectorielkf¥, ..., Xy,
noték[X4,...,Xp|(d).
Prouver la formule : dimkX1, ..., Xp)(d) = B
(Indication : raisonner par récurrence sur n et d en justifigute I'application k-linéaire
k[X]-? s 7Xn*1](d) D k[xla s >Xn](d - 1) - k[xla ce >Xn](d)? (P7 Q) = P+XHQ

est un isomorphismg

Exercice 10.(Polynbmes symétriqueSoit A un anneau commutatif et sgit> 1 un nombre entier. Un polynéme
Pe A[Xy,...,Xq] est ditsymeétriquesi, pour toute permutatiodr € &, P(Xg(1); - s Xg(m)) = P(X1,.- ., Xn)-
Etant donné un nombre entipre {1,...,n}, le p-éme polyndme symétrique élémentaisedéfini par
o= S Xip X

1<ip<...<ip<n

P

On adonc
21 =X1+Xo+ ...+ Xp, 22=X1 Xo+X1X34+...+Xp_1Xp, ..., Zn=X1...Xp.
1. Vérifier l'identité
(T=X)(T=X2) .. (T=Xp) =T = T4 5,724 4+ (-1)"%,

dans I'anneau de polyndmesXy, ..., X, T].

2. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivaour tout polyndme symétrique PA[Xy, ..., Xy, Il
existe un unique polyndme@QA[Yi,..., Yy tel que RXy,..., Xy) = Q(Z1,...,Zn).

On raisonne par récurrence supuis sur le degré total de P (c’est-a-dire le maximum desédedes monémes
non nuls de P). Soit B A[Xj,...,Xp] un polyndme symétrique.

(i) Vérifier que le théoréme est vraisi= 1 ou si degP) = 0.

(if) Supposons > 2 et ded@P) > 1. Démontrer qu'’il existe un unique polyndme QA[Y1,...,Yn_1] tel que

P(Xla e 7Xn7170) = Ql(i].? e 5in*l)7

oul I'on a posé&y = S4(X1,. .., Xn_1,0).

(iii) Vérifier que le polyndbme P- Q(Z,...,Zn-1) € A[Xq,...,Xp] €st symétrique et que c’est un multiple dg. X
En déduire que P s’écrit sous la forme

P=Qu(Z1,...,Zn-1) + ZnQ2

avec Q € A[Xy,...,Xp) symétrique et tel que dé@,) < degP).

(iv) Achever la preuve du théoréme.

3. En appliquant la méthode utilisée pour démontrer le gréerprécédent, exprimer les deux polynbmes symeé-
trigues suivants a I'aide des polyndmes symétriques éléxines :

X2X 4+ X1X3 + X3X3+ X1 X5+ X3X3+XX5  (n=3)

et
(X1X2+X3X4)(X1X3—|—X2X4)(X1X4—|—X2X3) (n:4).



