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CORRIGE (TRES) PARTIEL DE LA FICHE 7

Exercice 4— L’anneau’Zli] des entiers de Gauss

0. L'application¢ : Z[X] — C, P~ P(i) est un homomorphisme d’anneaux. Par division euclidietow,poly-
néme Pc Z[X] s’écrit (de maniére unique) sous la forme-FX? + 1)Q+ a+ bX avec Qc Z[X] eta,b € Z. Comme
P(i) = a+ bi, on obtient immédiatement :

— P(i) =0 si et seulement s = b = 0, de sorte que le noyau de ’homomorphisgnest I'idéal engendré par le

polynéme ¥ +1;

— ¢ (P) = a+bi, de sorte que I'image dg est le sous-annediii] deC, formé des nombres complexes de la forme

a+ib aveca,b € Z.
L’homomorphisme¢ induit donc un isomorphisme d’anneaux entre I'anneau gub[X]/(X?+ 1) et le sous-
anneauZ[i] deC.

1. L'application N :Z[i] — N, z— N(z) = zz est multiplicative : NzZ) = N(z)N(Z) pour tousz,Z € Z][i].

Si un élémentz deZ[i] est inversible, il existe € Z[i] tel quezZ = 1; on a alors Nz)N(Z) = N(zZ) =N(1) =1
et donc Nz) = 1 puisque Nz),N(Z) € N. Réciproquement, s est un élément dg|i] tel quezz= N(z) = 1, z est
inversible dan<Z[i], d'inversez. Ainsi, les éléments inversibles de I'annedéfi] sont précisément les éléments de
norme 1.

Les solutions de I'équatiom?® + b? = 1 dansZ? étant les couple$1,0), (—1,0), (0,1) et (0,—1), Z[i]* =
(1,-1,i,—i).

2. L'anneauZ|i] esteuclidien: quels que soient les élémerat  Z[i], il existe un couplgq,r) € Z[i]? tel que
a=bg+r avec Nr) < N(b). Ce résultat, démontré en cours, implique que l'anr&f#uest principalV

llustration — Commez = $t3 — GG _ _1 4 7j j est |e point deZ[i] le plus proche de et
. 1 2. 1
2 .
z—iP=|-Z+5i| = =;
| | | 5 * 5 | 25

on a alors

N(5+45i — (3—4i)i) = N(3—4i)|z—i|> < N(3—4i),
donc lidentité 5+ 5i = (3—4i)i + 1+ 2i est une division euclidienne det5bi par 3—4i et I'idéal (5+ 5i,3—4i) est
égal a l'idéal(3—4i, 1+ 2i).

Comme3=4 — w = —1-2i, 1+ 2i divise 3— 4i dansZi] et donc finalement

1+2i —
(5+5i,3—4i) = (3— 4,1+ 2i) = (1+2i).

3. Soitp un nombre premier. En vertu de I'exercice 3 (question 2) dadgiestion O ci-dessus,
Z[i]/(p) =~ Z[X]/ (X2 +1,p) = (Z[X]/(p)) / (X? + 1) = Fp[X]/(X*+1).

4. (i) Supposong > 2. Il est facile de voir que-1 est un carré danB, si et seulement s'il existe un éléement
d'ordre 4 dans le groupe multiplicafif; . En effet : s'il existex € F, tel quex? = —1,x* =1 et, comme-1+ 1 dans
I puisquep > 2, x est d’ordre 4 dan§; ; reciproquement, si est un élément d'ordre 4 dg;, (-1 +1) =
x*—1=0 et donc® = —1 car,x étant d’ordre 4x% # 1.

Comme le group& est cyclique d’ordrep— 1, il contient un elément d’ordre 4 si et seulement|gi4 1. Ainsi,
—1 est un carré dari, si et seulement $= 1 (mod 4. ?

(USoit en effet | un idéal non nul d&[i]. La fonction N : I— {0} — N — {0} atteint son minimum en un élément non riude | ; quel que soit
alorsae | —{0},a=qf+r avec Nr) < N(f) et, puisque =a—qf €|, r =0 vu le choix def. L'idéal | = (f) est ainsi principal.
(2 Noter par ailleurs que-1 = 1 est un carré daris,.



(i) LanneauZ|i] étant principal, un élément non rwést irréductible si et seulement si I'idéa) est premier. Un
nombre premiep est par suite irréductible dafi] si et seulement si 'anneau quotiefifi]/(p) ~ Fp[X]/(X?+1)
est intégre, donc si et seulement si le polyndnferX est irréductible danEB,[X]. Cette derniére est équivalente
au fait que X + 1 n'ait pas de racine darf,, c’est-a-dire que-1 ne soit pas un carré dafi. Conclusion :p est
irréductible dan.|i] si et seulement g9 = 3 (mod 4).

(iii) La décomposition 2= (1—1i)(1+i) montre que 2 n’est pas irréductible d&fi$| car ni 1—i ni 1+i ne sont
inversibles dan&[i] puisque N1—i) = N(1+i) = 2. Enfait, 1—i = —i(1+1i) et donc 2= (—i)(1+1)°.

Soit d’autre partp un nombre premier congru a 1 modulo 4. Vu la question fii)y’est pas irréductible dans
I'anneauZ[i] ; il existe doncz,Z € Z[i] tels quep = zZ et N(z),N(Z) > 1. On a alorsp?> = N(p) = N(2)N(Z), d’ou
N(z) = N(Z) = p; en particulierp = zz.

Il reste a voir que les décompositions de 2 et de tout nomhamipr p € 1+ 47 que I'on vient d’obtenir font
intervenir des éléments irréductibles Zg|.

Lemme -Un entier de Gauss z dont la norm&z) est un nombre premier est irréductible.
Preuve Une décompositioa = ZZ’ dansZ|i] impliqgue N(z) = N(Z)N(Z’), donc NZ) =1 ou N(Z’) = 1 puisque Nz)
est un nombre premier ; aingl,ou Z’ est inversible en vertu de la question Zest bien irréductible.

5. A lissue de la question 4, nous savons que les élémevargsideZ]i] sont irréductibles :
— les entiers de Gauss de la forong avecu € Z[i]* et p un nombre premier congru a 3 modulo 4;
— les entiers de Gausst ib dont la normes? + b? est un nombre premier.

Ceci épuise la liste des éléments irréductibleZ fille Considérons en effet un élément irréductibteZ[i]. Comme
zn'est pas inversible, (%) est un nombre entier strictement supérieur & 1 et donc dsitdé/par un nombre premier
p:pz

Si p=3(mod 4, p est irréductible danZli] ; on a alorsp|z ou p|z en vertu du lemme de Gauss (qui s’applique
dans tout anneau factoriel) et, puisqoe- p, plz Comme nous avons suppaséréductible, il en découle = up
avecu € Z[i]*.

Sip=2ousip=1(mod 4, ps'écrit sous la forme = mirt avecr € Z irréductible ; on a alorgimtzz, doncrz,
et nécessairememtz ou 711z puisquert est irréductible ; de maniere équivalert#z ou 71z. Commez est irréductible,

il en découlez = umrouz = umavecu € Z[i|* et finalement Nz) = N(um) = N(7) = p est un nombre premier.

Eléments irréductibles associés Rappelons que deux élémeutetb d’'un anneau sont ditassociéss'il existe un
élément inversiblel de A tel queb = ua; de maniére équivalenta,etb sont associés s'ils engendrent le méme idéal
dans A.

Pour utiliser de maniére efficace le fait que 'anné&di est factoriel, il faut savoir précisément quels sont les
éléments irréductibles associés. La situation est la stéva

— A chaque nombre premigrcongru & 3 modulo 4 correspondent exactement quatre élgnnetuctibles asso-
ciés dan<i] : p, —p, ip et—ip.

— Au nombre premier 2 correspondent également quatre étérimegductibles associés dan§] : 1+i, —1—1,
—1+ietl—i.

— A chaque nombre premigrcongru & 1 modulo 4 correspondent deux familles de quatreesits irréductibles
associés m, — T, irmet —irrd’'une part,7, —T1, iTT et —i7T d’autre part, out est un entier de Gauss de norme

Justifications— La premiere assertion est claire. Supposons zys@t un entier de Gauss dont la norme est un
nombre premiep; zest alors irréductible (cf. question 4 (iii)).

Sip=2,z=2=(-i)(1+1i)? doncz1+i, puisz=u(1+i) avecu € Z[i]* puisque 1-i est irréductible et
finalementze {1+i,-1—i,—1+i,1—i}.

Si p=1 (mod 4), fixons 1T € Z[i] irréductible tel quep = ri7t. On a alorsz = 77T, doncz| 77T puis Z| 7T ou Z|TT et
finalementz = ur ou z= uT avecu € Z[i]*. Il reste & vérifier quet et TT ne sont pas associés. Posant a+ ib,
il s’agit de vérifier querr = a— ib est distinct de-a—ib, —b+ia et —b—ia. Le premier cas impliqua = 0 puis
p = a’+ b? = b?, ce qui est absurde ; les deux autres cas impliqaenattb puis p = a® + b® = 2a?, ce qui contredit
I'hypothésep =1 (mod 4).



On peut lever 'ambiguité due aux éléments inversibles emfixne normalisation des éléments irréductibles. Cela
revient a choisir une application

A : {nombres premiels— {éléments irréductibles d&li] }

telle que :

— A(2) soit associé a % i;

— A(p) soit associé @ sip=3(mod 4 ;

— A(p) soit un entier de Gauss de norpsi p= 1 (mod 4.

Une fois ceci fait, le caractére factoriel de 'annégi] garantit que tout entier de Gauss non mslécrit d'une
maniére et d’'une seule sous la forme

z=uA(2)2@ |—| A(p)"e@ A(p)"r@ I—l Alp) ™7,
p=3 (mod 4 p=1 (mod4) p=1 (mod 4

avecu € Z[i]*, vp(2),V,(2) € N etvp(2),V(2) = 0 pour tout nombre premigy sauf au plus un nombre fini.

Exercice 5— Deux applications arithmétiques

1. Premiére application : un nombre naturebn2 peut s’écrire sous la forme?a- b? avec ab € Z si et seulement
si, dans sa décomposition en produit de nombres premiersfaoteur p= 3 (mod 4) intervient avec une multiplicité
paire.

(i) Etant donné un entier natune|I’'existence d’entiera etb tels quea® + b? = n équivaut évidemment a I'existence
d’entiersa etb tels quen = (a+ib)(a—ib), c’est-a-dire a I'existence d’un entier de Gaassl quen = zz.

(i) Fixons un nombre entier naturel non muét reprenons les notations introduites a la fin de I'exernpiéeédent.

S’il existez € Z[i] tel quen = 2z, alorsz est non nul et s’écrit donc (de maniére unique) sous la forme

Z=UA (2)\’2(2) |_| A (p)Vp(Z) |—| A (p)Vp(Z) I—l W\/p(z)’

p=3 (mod 4 p=1 (mod4) p=1 (mod 4

avecu € Z[i]*, vp(2),vy(2) € N etvp(2),V(2) = 0 pour tout nombre premigs sauf au plus un nombre fini. Il en
découle

n = 2z
= (UU)N(1+41i)2®@ p?e(2) N(A (p))vp(z)Jr\/p(z)
p=3 (mod 4 p=1 (mod 4
— % |—| p2vp(z) pVP(Z)+‘/p(Z)
p=3 (mod 4 p=1 (mod 4

et nous constatons que chaque facteur premiei3 (mod 4) apparait avec une multiplicité paire dans la décomposi-
tion den en produit de nombres premiers.

Supposons réciproquement que tout facteur premier3 (mod 4) apparaisse avec une multiplicité paire dans la
décomposition de en produit de nombre premiers. On a alors

n = 220 e ] P
p=1 (mod 4 p=3 (mod 4
= NA@)“™ ] NAE™™ ] N&p)»"
p=1 (mod 4 p=3 (mod 4
= ZZ

avec
2=A (@) A(p)l” AP,
p=1 (I_lmod 4 p=3 |(:1|0d 4

2. Seconde application : détermination des solutions ergideel'équation de Pythagore % y* = 7.



(i) Etant donné un tripletx,y,z) € &, écrivonsx = dxX ety = dy avecd = pgcdx,y) etx.,y € Z des entiers
premiers entre eux. On a alais= X2 +y? = d(x? +y'?), doncd? divise 2 puisd divise z; posaniz= dZ, on obtient
finalement® +y? = 72 et, puisquexy'Z £ 0, le triplet(X,y,Z) appartient as".

On considére dans ce qui suit un triplety,z) € Z2 tel quex? +y? = 72, xyz# 0 et pgcdx,y) = 1. Lidentité
x? 4 y? = 72 s’écrit de maniére équivalente sous la forme

Z = (x+1iy)(x—iy)
dans l'anneati].

(i) Soit 7run élément irréductible d&[i] divisantx +iy. Vu I'identité ci-dessust divise 2 et doncrr divise z; par
suite, la multiplicité derr dansz? = (x+iy)(x—iy) est paire. Pour en déduire que la multiplicité rddansx +- iy est
également paire, il suffit de vérifier quene divise pax—iy.

Tout diviseur commum dg+ iy etx— iy divise X = (X+iy) + (x—iy) et &y = i((x+iy) — (x—1y)), donc divise
pgcd 2x,2y) = 2pgedX,y) = 2. Puisque les seuls éléments irréductibleg fpdivisant 2 sont les quatre entiers de
Gauss associés atli, nous en déduisons que, sin’est pas associé a-i, 11 ne divise pax — iy et apparait donc
avec une multiplicité paire danstiy.

(iii) Par conjugaison, la multiplicité de4i dansx— iy est la méme que celle detli dansx+ iy ; comme L+i et
1—i=(—i)(1+1i) sont associés, nous en déduisons que la multiplicitéjdeekt la méme dans+ iy et dansx—iy.
Notantm la multiplicité de(1+ i) dansx—+ iy, il découle de ce que I'on vient de dire que la multiplicitéldei dans
Z = (x+iy)(x—iy) est égale am.

D’un autre coté, si I'on écrit sous la forme = 297 avecZ € Z et 21 Z, alorsz= (—i)(1+i)?9Z et 1+i ne divise
pasZ dansZ([i] puisque 2= N(1+i) ne divise pag? = N(Z) dansZ. La multiplicité de 1+i dansz est donc paire.

Finalement, la multiplicité & de 1+ i dansz® est un multiple de 4 en est donc pair.

(iv) Avec les notations introduites a la fin de I'exercice l4découle de ce qui précede gue-iy s'écrit sous la
formeuA? avecu € Z[i]* etA € Z[i]. On a alors? = uA?uA2 = (AX)2, doncz= +AA.
Posan? = a+ib, A2 = (a? — b?) + 2iab et donc(x,y, z) est 'un des huit triplets suivants :
(a® —b?,2ab,+(a? + b%)), (b?—a?,—2ab,+(a®+b?), (—2aba’—b? +(a®+b?)), (2abb?—a? +(a+b?)).
Il est clair que tous ces triplets fournissent des solut@mbéquation de Pythagore.
Conclusion— En tenant compte des redondances et de (i), nous avonsiier@ieéterminé toutes les solutigmsy, 2)

de I'équation de Pythagose +y? = z% avecxyz+# 0 : ce sont tous les triplets de la forrfa(a® — b?), 2dab, +d(a? +
b?)) ou (2dab d(a® — b?), +d(a® + b?)) avecd € N — {0} eta,b € Z — {0} tels quea® # b?.



