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CORRIGÉ (TRÈS) PARTIEL DE LA FICHE 7

Exercice 4— L’anneauZ[i] des entiers de Gauss.

0. L’applicationϕ : Z[X] → C, P 7→ P(i) est un homomorphisme d’anneaux. Par division euclidienne,tout poly-
nôme P∈ Z[X] s’écrit (de manière unique) sous la forme P= (X2 +1)Q+a+bX avec Q∈ Z[X] eta,b∈ Z. Comme
P(i) = a+bi, on obtient immédiatement :

– P(i) = 0 si et seulement sia = b = 0, de sorte que le noyau de l’homomorphismeϕ est l’idéal engendré par le
polynôme X2 +1 ;

– ϕ(P) = a+bi, de sorte que l’image deϕ est le sous-anneauZ[i] deC, formé des nombres complexes de la forme
a+ ib aveca,b∈ Z.

L’homomorphismeϕ induit donc un isomorphisme d’anneaux entre l’anneau quotient Z[X]/(X2 + 1) et le sous-
anneauZ[i] deC.

1. L’application N :Z[i] → N, z 7→ N(z) = zzest multiplicative : N(zz′) = N(z)N(z′) pour tousz,z′ ∈ Z[i].

Si un élémentz deZ[i] est inversible, il existez′ ∈ Z[i] tel quezz′ = 1 ; on a alors N(z)N(z′) = N(zz′) = N(1) = 1
et donc N(z) = 1 puisque N(z),N(z′) ∈ N. Réciproquement, siz est un élément deZ[i] tel quezz= N(z) = 1, z est
inversible dansZ[i], d’inversez. Ainsi, les éléments inversibles de l’anneauZ[i] sont précisément les éléments de
norme 1.

Les solutions de l’équationa2 + b2 = 1 dansZ2 étant les couples(1,0), (−1,0), (0,1) et (0,−1), Z[i]× =
{1,−1, i,−i}.

2. L’anneauZ[i] esteuclidien: quels que soient les élémentsa,b ∈ Z[i], il existe un couple(q, r) ∈ Z[i]2 tel que
a = bq+ r avec N(r) < N(b). Ce résultat, démontré en cours, implique que l’anneauZ[i] est principal(1)

Illustration – Commez= 5+5i
3−4i = (5+5i)(3+4i)
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on a alors
N(5+5i − (3−4i)i) = N(3−4i)|z− i|2 < N(3−4i),

donc l’identité 5+5i = (3−4i)i +1+2i est une division euclidienne de 5+5i par 3−4i et l’idéal (5+5i,3−4i) est
égal à l’idéal(3−4i,1+2i).

Comme3−4i
1+2i = (3−4i)(1−2i)

5 = −1−2i, 1+2i divise 3−4i dansZ[i] et donc finalement

(5+5i,3−4i) = (3−4i,1+2i) = (1+2i).

3. Soitp un nombre premier. En vertu de l’exercice 3 (question 2) et dela question 0 ci-dessus,

Z[i]/(p) ≃ Z[X]/(X2 +1, p) ≃
(

Z[X]/(p)
)

/(X2 +1) ≃ Fp[X]/(X2 +1).

4. (i) Supposonsp > 2. Il est facile de voir que−1 est un carré dansFp si et seulement s’il existe un élément
d’ordre 4 dans le groupe multiplicatifF×

p . En effet : s’il existex∈ Fp tel quex2 = −1, x4 = 1 et, comme−1 6= 1 dans
Fp puisquep > 2, x est d’ordre 4 dansF×

p ; réciproquement, six est un élément d’ordre 4 deF×
p , (x2−1)(x2 + 1) =

x4−1 = 0 et doncx2 = −1 car,x étant d’ordre 4,x2 6= 1.

Comme le groupeF×
p est cyclique d’ordrep−1, il contient un élément d’ordre 4 si et seulement si 4|p−1. Ainsi,

−1 est un carré dansFp si et seulement sip≡ 1 (mod 4). (2)

(1)Soit en effet I un idéal non nul deZ[i]. La fonction N : I−{0}→ N−{0} atteint son minimum en un élément non nulf de I ; quel que soit
alorsa∈ I−{0}, a = q f + r avec N(r) < N( f ) et, puisquer = a−q f ∈ I, r = 0 vu le choix def . L’idéal I = ( f ) est ainsi principal.
(2)Noter par ailleurs que−1 = 1 est un carré dansF2.



(ii) L’anneauZ[i] étant principal, un élément non nulzest irréductible si et seulement si l’idéal(z) est premier. Un
nombre premierp est par suite irréductible dansZ[i] si et seulement si l’anneau quotientZ[i]/(p) ≃ Fp[X]/(X2 +1)
est intègre, donc si et seulement si le polynôme X2 + 1 est irréductible dansFp[X]. Cette dernière est équivalente
au fait que X2 + 1 n’ait pas de racine dansFp, c’est-à-dire que−1 ne soit pas un carré dansFp. Conclusion :p est
irréductible dansZ[i] si et seulement sip≡ 3 (mod 4).

(iii) La décomposition 2= (1− i)(1+ i) montre que 2 n’est pas irréductible dansZ[i] car ni 1− i ni 1+ i ne sont
inversibles dansZ[i] puisque N(1− i) = N(1+ i) = 2. En fait, 1− i = −i(1+ i) et donc 2= (−i)(1+ i)2.

Soit d’autre partp un nombre premier congru à 1 modulo 4. Vu la question (ii),p n’est pas irréductible dans
l’anneauZ[i] ; il existe doncz,z′ ∈ Z[i] tels quep = zz′ et N(z),N(z′) > 1. On a alorsp2 = N(p) = N(z)N(z′), d’où
N(z) = N(z′) = p ; en particulier,p = zz.

Il reste à voir que les décompositions de 2 et de tout nombre premier p ∈ 1+ 4Z que l’on vient d’obtenir font
intervenir des éléments irréductibles deZ[i].

Lemme –Un entier de Gauss z dont la normeN(z) est un nombre premier est irréductible.
Preuve.Une décompositionz= z′z′′ dansZ[i] implique N(z) = N(z′)N(z′′), donc N(z′) = 1 ou N(z′′) = 1 puisque N(z)
est un nombre premier ; ainsi,z′ ouz′′ est inversible en vertu de la question 1 etzest bien irréductible.

5. À l’issue de la question 4, nous savons que les éléments suivants deZ[i] sont irréductibles :
– les entiers de Gauss de la formeup, avecu∈ Z[i]× et p un nombre premier congru à 3 modulo 4 ;
– les entiers de Gaussa+ ib dont la normea2 +b2 est un nombre premier.

Ceci épuise la liste des éléments irréductibles deZ[i]. Considérons en effet un élément irréductiblezdeZ[i]. Comme
zn’est pas inversible, N(z) est un nombre entier strictement supérieur à 1 et donc est divisible par un nombre premier
p : p|zz.

Si p≡ 3 (mod 4), p est irréductible dansZ[i] ; on a alorsp|z ou p|z en vertu du lemme de Gauss (qui s’applique
dans tout anneau factoriel) et, puisquep = p, p|z. Comme nous avons supposéz irréductible, il en découlez= up
avecu∈ Z[i]×.

Si p = 2 ou sip≡ 1 (mod 4), p s’écrit sous la formep = ππ avecπ ∈ Z irréductible ; on a alorsππ|zz, doncπ|zz,
et nécessairementπ|zouπ|zpuisqueπ est irréductible ; de manière équivalente,π|zouπ|z. Commezest irréductible,
il en découlez= uπ ou z= uπ avecu∈ Z[i]× et finalement N(z) = N(uπ) = N(π) = p est un nombre premier.

Éléments irréductibles associés— Rappelons que deux élémentsa et b d’un anneau sont ditsassociéss’il existe un
élément inversibleu de A tel queb = ua; de manière équivalente,a et b sont associés s’ils engendrent le même idéal
dans A.

Pour utiliser de manière efficace le fait que l’anneauZ[i] est factoriel, il faut savoir précisément quels sont les
éléments irréductibles associés. La situation est la suivante :

– À chaque nombre premierp congru à 3 modulo 4 correspondent exactement quatre éléments irréductibles asso-
ciés dansZ[i] : p, −p, ip et−ip.

– Au nombre premier 2 correspondent également quatre éléments irréductibles associés dansZ[i] : 1+ i, −1− i,
−1+ i et 1− i.

– À chaque nombre premierp congru à 1 modulo 4 correspondent deux familles de quatre éléments irréductibles
associés :π, −π, iπ et−iπ d’une part,π, −π, iπ et−iπ d’autre part, oùπ est un entier de Gauss de normep.

Justifications– La première assertion est claire. Supposons quez soit un entier de Gauss dont la norme est un
nombre premierp ; zest alors irréductible (cf. question 4 (iii)).

Si p = 2, zz = 2 = (−i)(1+ i)2, doncz|1+ i, puis z = u(1+ i) avecu ∈ Z[i]× puisque 1+ i est irréductible et
finalementz∈ {1+ i,−1− i,−1+ i,1− i}.

Si p≡ 1 (mod 4), fixonsπ ∈ Z[i] irréductible tel quep = ππ . On a alorszz= ππ , doncz|ππ puis z|π ou z|π et
finalementz= uπ ou z= uπ avecu ∈ Z[i]×. Il reste à vérifier queπ et π ne sont pas associés. Posantπ = a+ ib,
il s’agit de vérifier queπ = a− ib est distinct de−a− ib, −b+ ia et −b− ia. Le premier cas impliquea = 0 puis
p = a2 +b2 = b2, ce qui est absurde ; les deux autres cas impliquenta = ±b puis p = a2 +b2 = 2a2, ce qui contredit
l’hypothèsep≡ 1 (mod 4).



On peut lever l’ambiguïté due aux éléments inversibles en fixant une normalisation des éléments irréductibles. Cela
revient à choisir une application

λ : {nombres premiers}→ {éléments irréductibles deZ[i]}

telle que :
– λ (2) soit associé à 1+ i ;
– λ (p) soit associé àp si p≡ 3 (mod 4) ;
– λ (p) soit un entier de Gauss de normep si p≡ 1 (mod 4).
Une fois ceci fait, le caractère factoriel de l’anneauZ[i] garantit que tout entier de Gauss non nulz s’écrit d’une

manière et d’une seule sous la forme

z= uλ (2)v2(z) ∏
p≡3 (mod 4)

λ (p)vp(z) ∏
p≡1 (mod4)

λ (p)vp(z) ∏
p≡1 (mod 4)

λ (p)
v′p(z),

avecu∈ Z[i]×, vp(z),v′p(z) ∈ N etvp(z),v′(z) = 0 pour tout nombre premierp sauf au plus un nombre fini.

Exercice 5— Deux applications arithmétiques.

1. Première application : un nombre naturel n≥ 2 peut s’écrire sous la forme a2 +b2 avec a,b∈ Z si et seulement
si, dans sa décomposition en produit de nombres premiers, tout facteur p≡ 3 (mod 4) intervient avec une multiplicité
paire.

(i) Étant donné un entier natureln, l’existence d’entiersa etb tels quea2+b2 = néquivaut évidemment à l’existence
d’entiersa et b tels quen = (a+ ib)(a− ib), c’est-à-dire à l’existence d’un entier de Gaussz tel quen = zz.

(ii) Fixons un nombre entier naturel non nuln et reprenons les notations introduites à la fin de l’exerciceprécédent.

S’il existez∈ Z[i] tel quen = zz, alorszest non nul et s’écrit donc (de manière unique) sous la forme

z= uλ (2)v2(z) ∏
p≡3 (mod 4)

λ (p)vp(z) ∏
p≡1 (mod4)

λ (p)vp(z) ∏
p≡1 (mod 4)

λ (p)
v′p(z),

avecu ∈ Z[i]×, vp(z),v′p(z) ∈ N et vp(z),v′(z) = 0 pour tout nombre premierp sauf au plus un nombre fini. Il en
découle

n = zz

= (uu)N(1+ i)v2(z) ∏
p≡3 (mod 4)

p2vp(z) ∏
p≡1 (mod 4)

N(λ (p))vp(z)+v′p(z)

= 2v2(z) ∏
p≡3 (mod 4)

p2vp(z) ∏
p≡1 (mod 4)

pvp(z)+v′p(z)

et nous constatons que chaque facteur premierp≡ 3 (mod 4) apparaît avec une multiplicité paire dans la décomposi-
tion den en produit de nombres premiers.

Supposons réciproquement que tout facteur premierp≡ 3 (mod 4) apparaisse avec une multiplicité paire dans la
décomposition den en produit de nombre premiers. On a alors

n = 2v2(n) ∏
p≡1 (mod 4)

pvp(n) ∏
p≡3 (mod 4)

p2ṽp(n)

= N(λ (2))v2(n) ∏
p≡1 (mod 4)

N(λ (p))vp(n) ∏
p≡3 (mod 4)

N(λ (p))ṽp(n)

= zz

avec
z= λ (2)v2(n) ∏

p≡1 (mod 4)

λ (p)vp(n) ∏
p≡3 (mod 4)

λ (p)ṽp(n).

2. Seconde application : détermination des solutions entières de l’équation de Pythagore x2 +y2 = z2.



(i) Étant donné un triplet(x,y,z) ∈ E , écrivonsx = dx′ et y = dy′ avecd = pgcd(x,y) et x′,y′ ∈ Z des entiers
premiers entre eux. On a alorsz2 = x2+y2 = d2(x′2+y′2), doncd2 divisez2 puisd divisez; posantz= dz′, on obtient
finalementx′2 +y′2 = z′2 et, puisquex′y′z′ 6= 0, le triplet(x′,y′,z′) appartient àE .

On considère dans ce qui suit un triplet(x,y,z) ∈ Z3 tel quex2 + y2 = z2, xyz 6= 0 et pgcd(x,y) = 1. L’identité
x2 +y2 = z2 s’écrit de manière équivalente sous la forme

z2 = (x+ iy)(x− iy)

dans l’anneauZ[i].

(ii) Soit π un élément irréductible deZ[i] divisantx+ iy. Vu l’identité ci-dessus,π divisez2 et doncπ divisez; par
suite, la multiplicité deπ dansz2 = (x+ iy)(x− iy) est paire. Pour en déduire que la multiplicité deπ dansx+ iy est
également paire, il suffit de vérifier queπ ne divise pasx− iy.

Tout diviseur commum dex+ iy et x− iy divise 2x = (x+ iy)+ (x− iy) et 2y = i((x+ iy)− (x− iy)), donc divise
pgcd(2x,2y) = 2pgcd(x,y) = 2. Puisque les seuls éléments irréductibles deZ[i] divisant 2 sont les quatre entiers de
Gauss associés à 1+ i, nous en déduisons que, siπ n’est pas associé à 1+ i, π ne divise pasx− iy et apparaît donc
avec une multiplicité paire dansx+ iy.

(iii) Par conjugaison, la multiplicité de 1− i dansx− iy est la même que celle de 1+ i dansx+ iy ; comme 1+ i et
1− i = (−i)(1+ i) sont associés, nous en déduisons que la multiplicité de 1+ i est la même dansx+ iy et dansx− iy.
Notantm la multiplicité de(1+ i) dansx+ iy, il découle de ce que l’on vient de dire que la multiplicité de1+ i dans
z2 = (x+ iy)(x− iy) est égale à 2m.

D’un autre côté, si l’on écritzsous la formez= 2αz′ avecz′ ∈ Z et 2∤ z′, alorsz= (−i)(1+ i)2α z′ et 1+ i ne divise
pasz′ dansZ[i] puisque 2= N(1+ i) ne divise pasz′2 = N(z′) dansZ. La multiplicité de 1+ i danszest donc paire.

Finalement, la multiplicité 2m de 1+ i dansz2 est un multiple de 4 etmest donc pair.

(iv) Avec les notations introduites à la fin de l’exercice 4, il découle de ce qui précède quex+ iy s’écrit sous la
formeuλ 2 avecu∈ Z[i]× et λ ∈ Z[i]. On a alorsz2 = uλ 2uλ 2 = (λλ )2, doncz= ±λλ .

Posantλ = a+ ib, λ 2 = (a2−b2)+2iab et donc(x,y,z) est l’un des huit triplets suivants :

(a2−b2,2ab,±(a2 +b2)), (b2−a2,−2ab,±(a2 +b2), (−2ab,a2−b2,±(a2 +b2)), (2ab,b2−a2,±(a2 +b2)).

Il est clair que tous ces triplets fournissent des solutionsde l’équation de Pythagore.

Conclusion— En tenant compte des redondances et de (i), nous avons finalement déterminé toutes les solutions(x,y,z)
de l’équation de Pythagorex2 +y2 = z2 avecxyz 6= 0 : ce sont tous les triplets de la forme(d(a2−b2),2dab,±d(a2 +
b2)) ou (2dab,d(a2 −b2),±d(a2 +b2)) avecd ∈ N−{0} et a,b∈ Z−{0} tels quea2 6= b2.


