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CORRIGE DU PARTIEL DU 3 AVRIL 2008

Probleme 1.Les trois nombres entiers 7, 8 et 9 étant deux a deux prenmnignes &ux, I'application
M:Z—ZJTZxZ/8LxZJ/YZ, n— (n(mod 7), n(mod 8, n (mod 9
induit un isomorphisme de groupes abéliens
7./5047 — 7./ 77 x 7.)87 x 7./ 9Z.

en vertu du théoréme chinois des restes.
Puisque ® =2 (mod 7), 7.9= —1 (mod 8 et 7.8 =2 (mod 9),

Ny =288=4.89=1(mod7), N, =441=7.79=1(mod8 et Ng=—224=-47.8=1(mod 9.

Par constructiorir(N1) = (1,0,0), m(N2) = (0,1,0) etr1(N3) = (0,0, 1). Commertest un homomorphisme
de groupes,
7T(N1-|— 2No + 3N3) = 7T(N1) + 27T(N2) +3T[(N3) = (1, 2, 3)
et par conséquent
N = N1+ 2N2+ 3N3 =288+ 2.441— 3.224=1170— 672= 498

est une solution du systéme de congruences

x= 1(mod?7)
X= 2(mod8 ;
x= 3(mod9

en outre, puisque & N < 504, N est le plus petit entier naturel satisfaisant a ceditions.

Probleme 2.1. En vertu de l'identité
(4k+1)(4K + 1) = 16kK + 8(k+ k') + 1 = 4(4kK + 2k + 2K') + 1,
le produit de deux nombres entiers de la formej4Kavec Ke Z est encore de cette forme.

2. Nous allons démontrer que I'ensemble S des nombres mededa forme k+ 3 aveck € N — {0}
est infini. Raisonnons par I'absurde en supposant que drsoit

Le nombre entier
p(S)=3+4[]p
I

étant supérieur a 3, il se décompose en un produit de nomteesgrs en vertu du théoréme fondamental
de l'arithmétique. Puisqup(S) = 3 (mod 4), il découle de la question précédente que I'un au moins des
facteurs premiers dp(S) n’est pas congru a 1 modulo 4 ; commpg€S) est impair, nous en déduisons que
p(S) posséde un facteur premigtel queq = 3 (mod 4).

On a nécessairemeqt> 3 : en effet, si 3 divisaip(S), alors 3 diviseraip(S) — 3 = [ycsp et donc 3
appartiendrait a S, ce qui exclu. D’autre pare peut appartenir a S : sinapgiviseraitp(S) — [pes P
et doncq diviserait 3, ce qui est impossible. Nous obtenons ainsiambre premieq de la forme &4+ 3
aveck € N — {0} n'appartenant pas a S, en contradiction avec la définitiamende I'ensemble S.

Nous avons par conséquent démontré qu'il existe une infileitéombres premiers de la formk 4 3,
ke N.

Probleme 3.Soit p un nombre premier. Lensemb{@, des nombres rationnels dont le dénominateur est
une puissance deest un sous-groupe (commutatif) @@, +). Dans ce qui suit, H désigne un sous-groupe
deQp.



1. Soitx un élément de H tel qug ¢ H. Nous allons montrer que les clas%ﬁsr H, i € N, sont toutes
distinctes.
(a) Soient et j deux entiers naturels tels que j. Si ﬁ — é € H, alors

X B X X . X X X X H -
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commex appartient a H, il en est donc de mémebé,e.

(b) Supposons gu'’il existe deux entiers naturels distincty tels queg +H= % + H. Comme cette
identité équivaut a

X X
———€H,
p p
a’i—, appartient alors a H en vertu de la question précédenteqireiis- j > 0,i— j— 1> 0 et donc
X  ijo1 X X X

ce qui contredit I'hnypothése initialement faite surNous venons de prouver que les classes modulo H
5 +H, i €N, sont toutes distinctes.

En particulier, I'indice de H dan®p, estinfini des qu'il existe un élememtdeQ, tel quex € H et% ¢ H.

2. Supposons maintenant que le sous-groupe &gsoit d’'indicefini.

(a) Comme H efZ sont deux sous-groupes @, HNZ est un sous-groupe deet, vu la structure des
sous-groupes da, il existe donc un unique entier natureltel que HNZ = nZ.
Deux éléments distincts d@p appartiennent évidement a des classes distinctes modsbuegroupe

{0} ; comme le group&),, est infini, il en découle que le sous-grouf@ n’'est pas d'indice fini. Etant
d’indice fini, le sous-groupe H n’est par suite pas rédyidhet il contient donc un élément non nuk %,
ne Z—{0}, r > 0. Le sous-groupe HZ = mZ contient alors I'entier non nui = p"x, ce qui prouve que
I'entier naturelm est strictement positif.

(b) Sip divisait I'entier naturel non nuhde la question précéden%,serait un entier naturel strictement
compris entre 0 en. Commem est le plus petit entier naturel non nul appartenant %Iﬁ:appartiendrait
pas a H. Dans ces conditions, les clasi—)getsH, I € N, seraient alors toutes distinctes en vertu de la question
1 etl'indice de H dan& serait donc infini. Puisque cette conclusion contreditpbiese faite sur H, nous
en déduisons qup ne divise pam.

(c) Puisque H est un sous-groupe@gd’indice fini, il n’y a qu’un nombre fini de classes modulo H. Vu
la question 1, cela entraine

X
VxeQp, XeH = BEH

et, en raisonnant par récurrence riug—r € H pour tout élément de H et tout entier naturel
D’autre part, H étant un sous-groupe @sg, alors% = p°x € H pour toutx € H et touts € N. Nous
avons ainsi prouve :

X
VXeQp,VreZ, xeH = FEH.

L'inclusion mQ, C H est une conséquence immédiate de cette observation : quelsoient en effet
neZzetrcZ, mnemZCHetdoncmgzg‘eH.

(d) Nous venons de démontrer l'inclusion)p, C H. Soit réciproquement un élément de H, que I'on
ecrit sous la forme = & avecn € Z etr € N; alorsn = p'x appartient Z "H = mZ et doncx = g = mT{f
appartient bien nQp. Conclusion : H= mQy.

(e) Soienn € Z etk € N. Puisquep ne divise pasn, les nombres entiers et pX sont premiers entre eux
et doncZ = pKZ +mZ par application du théoréme de Bézout. Il existe par coreéqies entiers etv



tels que
n= p‘u+mv;
de plus, ss€ {0,...,m— 1} (resp.q) est le reste (resp. le quotient) de la division euclidied@a parm,
alors
n= pfs+mv
avecV = v+ . Comme H= mQp, nous en déduisons

n v
—k+H:S+m—k+H:S+H.
p p

Etant donnés,s € {0,...,m—1}, s+H = ¢ + H si et seulement = 5. En effet, sis+H = ¢ +H,
alorss— s appartient a H, donc a HZ = mZ, et par conséquest-s = 0 puisques—s| < m.

Nous venons de prouver que toute classe modulo H s’écritladiegsme s+ H pour un unique entier
naturelsde {0,...,m— 1}, de sorte quéQp: H) =m.

(a) D’apres la question 2 (d), tout sous-groupe d'indicedmQ, est de la formenQp pour un certain
entier naturein, non nul et premier .
Simetm sont deux entier naturels non nuls et premiepstéls que K, = Hy,,, alors

MZ =HmNZ =HyNZ=mZ
en vertu de la question 2 (a) et dome= nt.

(b) Quels que soiemh, M € A}, Hyy C Hm si et seulement sif € Hy, donc si et seulement s'il existe
ne Zetr € Ntels quem’ = m&, c’est-a-dire tels queYp’ = mn Cette condition revient a dire qu'il existe
r € N tel quemdivisen'p" ; puisquem et p" sont premiers entre eux, cela est le cas si et seulement si
divisem'. On a donc
Hy CHn <— m\r‘d
Soientm,m’ € 4}, tels quemm’. Puisque Hy C Hm, Hyy est contenu dans le noyau de la projection
canoniquet: Qp — Qp/Hyy et celle-ci induit donc un homomorphisme surjectif de gesifinis

@p/Hm( - Qp/Hm

dont le noyau est le sous-groupgHHy deQp/Hyy. On a donc

|Qp/Huv| = |Qp/Hm|[Hm/Hu|,
ot @/l _ (Qp: He) _
. m p - My
Hm: Huy) = [Hm/Huy| = =2 = =
(P ) = /Pl = 0 PP~ (@ F) 0
(c) Soientmetm deux éléments defp. Vu la question précédente s C HmNHyy et donc FhNHpy
est un sous-groupe d’indice fini d&,. En vertu des questions 3 (a), 2 (a) et 2(dhHy = Hy, otk est
'unique entier naturel non nul tel qélnNHpy ) NZ = kZ. Comme thNHyNZ = (HWNZ)N(Hy NZ),
k est 'unique entier naturel tel queZ "M Z = kZ. Le sous-groupenZ NmZ de Z étant précisément
I'ensemble des multiples communs et v, k est le plus commun multiple daetnt.
Nous avons ainsi démontré iy Hyy = Hppermn)-

4. Soitmm: Qp — @p = Qp/Z la projection canonique et soit K un sous-groupe d’indicéd'ﬂn@p.
L'application it étant un homomorphisme de groupes, I'image réciprdﬁuefl(K) de K est un sous-
groupe deQ), contenantZ = -1(0) et la projectiorvt induit un isomorphisme du groupe quoti@ﬁ/ﬁ
sur le groupe quotier@p/K ; par suite K est d'indice fini dang)p.

CommeKNZ =7, K = Qp en vertu des questions 2 (a) et 2 (d) et done (R) = @p. Nous venons
ainsi de démontrer qu@,, est I'unique sous-groupe d'indice fini d&,.




