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Exercice — Soit p un nombre premier. On poseFp = Z/pZ. Cet exercice est consacré à l’étude des polynômes
irréductibles dansFp[X].

I. Soit f un polynôme irréductible dansFp[X] et soitd = deg( f ) ≥ 1 son degré.

1) Démontrer que l’anneauFp[X]/( f ) est un corps ayantpd éléments.

2) Démontrer quef divise le polynôme Xp
d
−X dansFp[X].

II. Fixons réciproquement un nombre entierd ≥ 1 et considéront un polynôme irréductibleg ∈ Fp[X] divisant

X pd
−X. On posen = deg(g) et K = Fp[X]/(g).

1) Démontrer que l’application F : K→ K, a 7→ ap est un automorphisme du corps K.

2) Démontrer que l’on a Fd(a) = a pour touta ∈ K.

3) En déduire que l’on an ≤ d.

III. 1) Au vu des questions I, 2) et II, 3), comment peut-on déterminer tous les polynômes irréductibles de degré
d ≥ 1 fixé dansFp[X] ?

2) Déterminer tous les polynômes irréductibles de degréd ≤ 2 dansF3[X].

3) Déduire de ce qui précède que le polynôme X5 +3X4+6X2−2X+1 est irréductible dansZ[X].




