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Introduction aux schémas en géométrie algébrique

L E FONCTEUR DES POINTS D’ UN SCHÉMA

APPLICATION À LA CONSTRUCTION DES GRASSMANNIENNES

Amaury Thuillier

1. LE FONCTEUR DES POINTS D’ UN SCHÉMA

(1.1)Pour les notions de base sur les catégories et les foncteurs,voir [1].
On rappelle que, si C est une catégorie, Cop désigne la catégorieopposée, obtenue à partir de C en inversant le sens

des flèches. En d’autres termes : Cop a les mêmes objets que C et, pour tous objets X,Y de C, l’ensemble HomCop(X,Y)
des flèches de X vers Y dans Cop est l’ensemble HomC(Y,X) des flèches de Y vers X dans C.

Étant donnée une catégorieC, tout objet X de C détermine un foncteur hX de la catégorie Cop dans la catégorie des
ensembles défini de la manière suivante :

– pour tout objet S de C, hX(S) est l’ensemble HomC(S,X) de toutes les flèches de S vers X dans la catégorie C ;
– pour toute flèchef : S′ → S dans C, hX( f ) est l’application de hX(S) dans hX(S′) définie paru 7→ u◦ f .
La correspondance X7→ hX est un foncteur de la catégorie C dans la catégorieEnsCop

des foncteurs Cop→ Ens : si
f : X → Y est une flèche dans C, alors la collection des applications

hf (S) : hX(S) → hY(S), u 7→ f ◦u

est une transformation naturelle entre les foncteurs hX et hY .

Le résultat suivant, bien qu’élémentaire, est fondamentalcar il garantit que l’on ne perd aucune information en
remplaçant les objets X de C (resp. les flèchesf de C) par les foncteurs hX (resp. par les transformations naturelles
hf ). Ceci permet en particulier de traiter les objets de C (resp. les flèches de C) comme des « familles structurées »
d’ensembles(resp. d’applications entre ensembles) indexées par C.

Théorème 1(Lemme de Yoneda) — SoitF : Cop → Ensun foncteur. Pour tout objetX deC, l’application

HomEnsCop(hX ,F) → F(X), ϕ 7→ ϕ(X)(idX)

est une bijection.
En particulier, pour tous objetsX,Y deC, l’application

HomEnsCop(hX ,hY) → HomC(X,Y), ϕ 7→ ϕ(X)(idX)

est une bijection.
Démonstration.Omise, voir [1]. 2

Remarque 2.Bien entendu, on peut tout aussi bien associer à un objet X de C(resp. à une flèchef : X → Y dans
C) le foncteurhX : C→ Ens, S 7→ hX(S) = HomSch(X,S) (resp. la transformation naturellehf : hY → hX telle que,
pour tout objet S de C,hf (S) : hY(S) → hX(S) soit l’applicationu 7→ u◦ f . Formulé pour un foncteur F : C→ Ens, le
lemme de Yoneda est également valable puisque cela revient àpartir de la catégorie Cop en lieu et place de la catégorie
C.

(1.2)On désigne parSchla catégorie des schémas. Rappelons qu’un schéma est par définition un espace localement
annelé admettant un recouvrement ouvert par des espaces localement annelés de la forme Spec(A) (A = anneau
(commutatif)) et un morphisme de schémas est un morphisme d’espaces localement annelés.

Définition 3 — Étant donné un schémaX, le foncteur des pointsdeX n’est autre que le foncteur

hX : Schop → Ens.

On écrit souventX(§) en lieu et place dehX(S) = HomSch(S,X) et on parle de l’ensemble desS-pointsde X ou
encore despoints de X à valeurs dans S.

Cette terminologie est justifiée par l’observation suivante : supposons que X soit le spectre d’uneZ-algèbre A=
Z[(Ti)i∈I ]/((F j) j∈J) (ici, I et J sont des ensembles quelconques). Pour tout anneau B, l’ensemble hX(Spec(B)) =
HomSch(Spec(B),Spec(A)) s’identifie canoniquement à l’ensemble des homomorphismesd’anneaux de A dans B via



l’application qui associe à un morphismef : Spec(B)→Spec(A) l’homomrphisme induitf ♮ : A = Γ(Spec(A),OA)→
Γ(Spec(B),OB) = B entre les anneaux de sections globales des faisceaux structuraux. Puisqu’un homomorphisme
d’anneaux A→ B est la même chose qu’une famille(bi)i∈I d’éléments de B telle que Fj((bi)i∈I) = 0 pour tout j ∈ J,
hX(Spec(B)) s’identifie donc canoniquement à l’ensemble dessolutionsdans l’anneau B du systèmes d’équations
polynômiales(F j((Ti)i∈I)) j∈J. En outre, tout homomorphisme d’anneauxϕ : B→C définit un morphisme de schémas
aϕ : Spec(C)→ Spec(B) et on vérifie immédiatement que l’application hX(aϕ) : hX(Spec(B))→ hX(Spec(C)) envoie
une solution(bi)i∈I dans B sur la solution(ϕ(bi))i∈I du système dans C.

Moralité (avec un grain de sel) : passer d’un schémaX au foncteurhX revient essentiellement à voirX comme un
système d’équations polynômiales implicite que l’on étudie à travers ses solutions dans tous les anneaux possibles.

(1.3)On ne perd rien si l’on restreint le foncteur des points d’un schéma à la sous-catégorie pleine deSchconstituée
des schémasaffines. On désigne parAnn la catégorie des anneaux (toujours commutatifs et unitaires).

Proposition 4— SoitX un schéma. Le foncteurhX : Schop → Ensest parfaitement déterminé par le foncteur

Ann → Ens, A 7→ hX(Spec(A)) = HomSch(Spec(A),X).

Démonstration.Par définition, un schéma S est un espace localement annelé recouvert par des ouverts U isomorphes
à des schémas affines. La donnée d’un morphisme de schémas S→ X est équivalente à la donnée, pour chaque ouvert
affine U de S, d’un morphismefU : U → X, de telle sorte que, pour toute inclusion V⊂ U entre ouvert affines de S,
fV et la restriction defU à V coïncident. Ainsi, si l’on désigne parU l’ensemble des ouverts affines de S,

hX(S) =

{

( fU)U∈U

∣

∣

∣

∣

pour tous U,V ∈ U avec V⊂ U,
l’application canonique hX(U) → hX(V) envoie fU sur fV

}

.

En outre, pour tout morphisme de schémasf : S′ → S, il existe des recouvrementsU etU de S′ et S respectivement
par des ouverts affines tels que, pour tout U′ ∈ U , f (U′) soit contenu dans l’un des ouverts U deU . Ces deux
observations montrent que le foncteur hX : Schop → Ens est complètement déterminé par sa restriction à la sous-
catégorie pleine des schémas affines. 2

Si cela ne prête pas à confusion, nous continuerons de désigner par hX le foncteur

Ann → Ens, A 7→ hX(Spec(A))

et l’on écrit souvent X(A) en lieu et place dehX(A) = HomSch(Spec(A),X).

2. PRODUITS DANS LA CATÉGORIE DES SCHÉMAS

On peut illustrer la pertinence du foncteur des points d’un schéma par la construction desproduits fibrés de schémas.

(2.1) Soient f : X → Z et g : Y → Z deux morphismes de schémas. Passant aux foncteurs des points, on obtient
deux transformations naturelleshf : hX → hZ , hg : hY → hZ et on peut définir leurproduit comme étant le foncteur

hX ×hZ hY : Schop → Ens

envoyant un schéma S (resp. un morphisme de schémasu : S′ → S) sur le produit fibré

hX(S)×hZ(S)×hY(S) = {(v,v′) ∈ hX(S)×hY(S) | hf (v) = hg(v
′) dans hZ(S)}

(resp. sur l’application

hX(S)×hZ(S)×hY(S) → hX(S′)×hZ(S′) ×hY(S′), (v,v′) 7→ (hX(v),hY(v′)).)

Théorème 5.— Il existe un schéma notéX ×Z Y, unique à un isomorphisme unique près, tel que

hX ×hZ hY = hX×ZY .

Démonstration.Omise, voir [EGA], Chapitre I, §3, Théorème (3.2.1).
L’unicité à isomorphisme unique près est une conséquence formelle du lemme de Yoneda (Théorème 1). Le point

de départ de la démonstration de l’existence du schéma T est la proposition 7 ci-dessous, qui traite le cas des trois
schémas affines. On considère ensuite le cas de trois schémasX,Y et Z avec Z affine, et on vérifie que, siU etV sont
des recouvrements de X et de Y respectivement par des ouvertsaffines, alors les schémas affines U×Z V se recollent
en un schéma X×Z Y ayant les propriétés souhaitées. Enfin, si Z est quelconque, on le recouvre par des schémas



affines W et on vérifie que les schémasf−1(W)×W g−1(W) se recollent en un schéma X×Z Y ayant les propriétés
souhaitées. 2

Définition 6. — Le schémaX ×Z Y du théorème précédent, bien défini à isomorphisme unique près, est leproduit
fibré des schémasX.

Par définition, un morphisme d’un schéma S dans le produit fibré X×Z Y est la donnée de deux morphismes
v : S→ X, v′ : S→ Y tels quef ◦v = g◦v′.

Proposition 7. — Si X = Spec(A), Y = Spec(B) et Z = Spec(C) sont des schémas affines, le schémaX ×Z Y est
affine, d’anneauA ⊗C B.
Démonstration.Le foncteur hX ×hZ hY : Ann → Ensenvoie un anneau R sur l’ensemble

hX(R)×hZ(R) hY(R) = {(v,v′) ∈ HomSch(Spec(R),Spec(A))×HomSch(Spec(R),Spec(B)) | f ◦v = g◦v′}

= {(ϕ ,ϕ ′) ∈ HomAnn(A,R)×HomAnn(B,R) | ϕ ◦ f ♮ = ϕ ′ ◦g♮ dans HomAnn(C,R)}

= HomAnn(A ⊗C B,R)

= HomSch(Spec(R),Spec(A ⊗C B))

= hSpec(A⊗CB)(R)

donc hX ×hZ hY = hSpec(A⊗CB). 2

3. ESPACES LINÉAIRES RELATIFS

(3.1)Soit A un anneau. Étant donnés des ensembles finis I, J et un nombre entier naturelr, une matrice M∈MI,J(A)
est ditede rang rs’il existe des matrices inversibles P∈ GLI(A) et Q∈ GLJ(A) tels que

M = P

(

Ir (0)
(0) (0)

)

Q.

Remarquons que, pour tout homomorphisme d’anneauxϕ : A → B, l’homomorphisme induit de MI,J(A) dans
MI,J(B) transforme une matrice de rangr en une matrice de rangr.

Remarque 8. Si M ∈ MI,J(A) est une matrice de rangr, alors le A-module quotient AJ/ker(M) est libre de rangr :
une matrice Q∈ GLJ(A) comme ci-dessus fournit en effet un isomorphisme entre AJ/ker(M) et Ar .

(3.2) Soit S un schéma et soientn, r deux nombres entiers naturels. On poseA
n
S = A

n×S ; c’est l’espace affine
relatif de dimensionn au-dessus de S.

Definition 9 — Un sous-espace linéaire de codimensionr de A
n
S est un sous-schéma fermé X deA

n
S satisfaisant à la

condition suivante : il existe un recouvrement de S par des ouverts affines U= Spec(A) tels que l’idéal deA[ξ1, . . . ,ξn]
définissant le sous-schéma fermé X∩A

n×U deA
n×U = Spec(A[ξ1, . . . ,ξn]) soit engendré par une famille finie de

formes linéaires
(

∑1≤ j≤nai, j ξ j
)

i∈I
, la matrice(ai, j ) ∈ MI ,{1,...,n}(A) étant de rang r.

Remarque 10. Dans la définition précédente, il est toujours loisible d’imposer I= {1, . . . , r}. En effet, étant donnés

un anneau A et une matrice M= (ai, j ) ∈ MI,{1,...,n}(A) de rangr écrite sous la forme M= P

(

Ir (0)
(0) (0)

)

Q avec

P∈ GLI(A) et Q∈ GLn(A),
{

x∈ Cn

∣

∣

∣

∣

∑
1≤ j≤n

ai, jx j = 0 pour i ∈ I

}

=

{

x∈ Cn

∣

∣

∣

∣

(Qx)i = 0 pour 1≤ i ≤ r

}

pour toute A-algèbre C, de sorte que les familles de formes linéaires
(

∑1≤ j≤nai, j ξ j
)

i∈I et
(

(Qξ )i

)

1≤i≤r
définissent le

même sous-schéma fermé de Spec(A[ξ1, . . . ,ξn]).

Si S est un schéma et si X→֒ S est un sous-espace linéaire de codimensionr deA
n×S, la projection canonique

A
n×S→ S induit un morphisme de schémasp : X → S.

Lemme 11— Soit f : S′ → S un morphisme de schémas. SiX →֒ A
n×Sest un sous-espace linéaire de codimension

r au-dessus deS, alors f∗X = X ×SS′ →֒ A
n×S′ est un sous-espace linéaire de codimension r au-dessus deS′.

Démonstration.Considérons un recouvrement de S par des ouverts affines U= Spec(A) de S tels que X∩A
n×U =

p−1(U) soit le sous-schéma fermé de Spec(A[ξ1, . . . ,ξn]) défini parr formes linéaires indépendantes∑1≤ j≤nai j ξ j , 1≤
i ≤ r. Pour tout ouvert affine U′ = Spec(B) de S′ contenu dansf−1(U), le morphismef : Spec(B)→Spec(A) provient



d’un homomorphisme d’anneauxf ♮ : A →B et f ∗X∩(An×U′) est le sous-schéma fermé de Spec(B[ξ1, . . . ,ξn]) défini
par les formes linéaires∑1≤ j≤n f ♮(ai, j )ξ j , 1≤ i ≤ r. Comme la matrice(ai, j ∈Mr,n(A) est de rangr, il en est de même
de la matrice( f ♮(ai, j)) ∈ Mr,n(B). Lorsque U parcourt un recouvement ouvert de S, les ouverts affines de S′ contenus
dans f−1(U) recouvrent S′ et nous avons finalement démontré que le sous-schéma ferméf ∗X de A

n×S′ est bien un
sous-espace linéaire de codimensionr au-dessus de S′. 2

(3.3)Essayons de motiver la notion d’espace linéaire relatif quel’on vient d’introduire.

1. Sik est un corps et si X֒→A
n
k = A

n×Spec(k) est un sous-espace linéaire de codimensionr au-dessus de Spec(k),
alors l’ensemble X(k) desk-points de X (cf. partie 1) est un sous-espace vectoriel deA

n(k) = kn de codimensionr.
En effet, comme Spec(k) est réduit à un point, X est de la forme V(∑1≤ j≤nai j ξ j ; 1≤ i ≤ r) avec(ai j ) ∈ Mrn(A) une
matrice de rangr et

X(k) =

{

x∈ kn

∣

∣

∣

∣

∣

∑
1≤ j≤n

ai j x j = 0 ; 1≤ i ≤ r

}

est le noyau de cette dernière. Réciproquement, si l’on partd’un sous-espace vectoriel F dekn de codimensionr, on
définit un sous-espace linéaire X deA

n
k tel que X(k) = F en posant X= V (ϕ1, . . . ,ϕr), où ϕ1, . . . ,ϕr ∈ k[ξ1, . . . ,ξr ]

sont des formes linéaires engendrant l’annulateur de F.
La correspondance X7→ X(k) établit une bijection entre l’ensemble des sous-espaces linéaires de codimensionr

deA
n
k et l’ensemble des sous-espace vectoriels de codimensionr dekn. Passer d’un sous-espace vectoriel F dekn au

sous-espace linéaire X deA
n
k tel que X(k) = F revient fondamentalement à remplacer F par son annulateur, qui fournit

leséquationsdéfinissant F.

2. Si k est un corpsalgébriquement clos, on peut renforcer ce qui précède : un sous-espace linéaire de codi-
mensionr de A

n
k n’est pas autre chose qu’un sous-schéma fermé réduit X deA

n
k dont l’ensemble X(k) des k-

points est un sous-espace vectoriel de codimensionr de A
n(k) = kn. Considérons en effet un sous-schéma fermé

réduit X deA
n
k tel que X(k) soit un sous-espace vectoriel de codimensionr de kn et choisissonsr formes linéaires

ϕ1 = ∑1≤ j≤na1 jξ j , . . . , ϕr = ∑1≤ j≤nar j ξ j engendrant l’annulateur de X(k). Comme X est réduit, il découle duNull-
stellensatzde Hilbert que l’idéalI de X est constitué des polynômes F∈ k[ξ1, . . . ,ξn] tels que F(x) = 0 pour tout
x ∈ X(k). Un changement de variables linéaire convenable permet de supposerϕ1 = ξ1, . . . ,ϕr = ξr , auquel casI
est l’idéal des polynômes F∈ k[ξ1, . . . ,ξn] tels que F(0, . . . ,0,xr+1, . . . ,xn) = 0 pour tousxr+1, . . . ,xn ∈ k ; on a donc
I = (ξ1, . . . ,ξr) = (ϕ1, . . . ,ϕr) puisque le corpsk est infini, et X est bien un sous-espace linéaire de codimension r de
A

n
k.
Notons qu’il ne suffitpas de supposer que le corpsk soit infini pour que tout sous-schéma fermé deA

n
k dont

l’ensemble desk-points est un sous-espace vectoriel dekn soit un sous-espace linéaire deA
n
k. Par exemple, l’ensemble

des points réels du sous-schéma fermé X= V(ξ1(ξ 2
2 +1)) deA

2
R

est le sous-espace vectoriel{0}×R deR
2 mais X

n’est pas un sous-espace linéaire deA
2
R

puisqueX(C) = {0}×C∪C×{±i} n’est pas un sous-espace vectoriel de
C

2.

3. Quel que soit le corpsk, on peut caractériser comme suit les sous-espaces linéaires parmi tous les sous-schémas
fermés deAn

k.

Proposition 12 — Soit k une clôture algébrique de k. Les conditions suivantes sontéquivalentes pour tout sous-
schéma ferméX deA

n :
(i) X est un sous-espace linéaire de codimension r ;
(ii) X estgéométriquement réduit, i.e. le schémaX ⊗k k est réduit, etX(k) est un sous-espace vectoriel de codi-

mension r deAn(k) = k
n
.

Démonstration.Vu la discussion du point 2, l’assertion (ii) équivaut à direque X⊗k k est un sous-espace linéaire de
codimensionr deA

n
k

et l’implication (i) ⇒ (ii) découle immédiatement du lemme 11.

SoitI l’idéal dek[ξ1, . . . ,ξn] définissant X. Établir l’implication (ii)⇒ (i) revient à prouver le fait suivant : si l’idéal
I⊗k k dek[ξ1, . . . ,ξn] est engendré parr formes linéaires indépendantes, il en est de même pour l’idéal I.

Convenons de désigner parf (d) la partie homogène de degréd d’un polynômef ∈ k[ξ1, . . . ,ξn]. L’ensemble F=
{ f (1), f ∈ I} est un sous-k-espace vectoriel de

⊕n
i=1kξi et l’on vérifie immédiatement que F⊗k k est le sous-k-espace

vectoriel de
⊕n

i=1kξi constitué des formes linéairesf (1), f ∈ I⊗k k. Par hypothèse, l’idéalI⊗k k est engendré parr
formes linéaires indépendantesϕ1, . . . ,ϕr ∈ k[ξ1, . . . ,ξn]. On voit aisément que ces formes linéaires constituent une
base de F⊗k k, d’où il découle que F⊗k k est contenu dansI⊗k k puis, en considérant une base de F, que l’idéalI⊗k k
est engendré parr formes linéaires indépendantesψ1, . . . ,ψr ∈ k[ξ1, . . . ,ξn].



Nous sommes maintenant en mesure de conclure. Désignant parY le sous-schéma fermé V(ψ1, . . . ,ψr) de A
n
k,

X(k) = Y(k) et donc X et Y ont les mêmes points fermés en vertu duNullstellensatzde Hilbert. Puisque les points
fermés deAn

k constituent un sous-ensemble partout dense, X et Y ont le même ensemble sous-jacent. Enfin, ces deux
schémas étant réduits, X= Y en tant que sous-schémas fermés deA

n
k et X est donc bien un sous-espace linéaire de

codimensionr. 2

4. Soit S un schéma et soit
X

�

�

p

��

A
n×S

pr2
{{xx

x
x
x
x
x
x
x

S
un sous-espace linéaire de codimensionr (le morphismep est la restriction à X de la seconde projection pr2). Pour
tout pointz de S, la fibrep−1(z) de p au-dessus dez est le sous-schéma fermé X×SSpec(κ(z)) de A

n
κ(z) ; c’est un

sous-espace linéaire de codimensionr de A
n
κ(z) en vertu du lemme 11. L’assertion réciproque est fausse : un sous-

schéma fermé X deAn
S tel que, pour tout pointz∈ X, p−1(z) soit un sous-espace linéaire deA

n
κ(z) de codimensionr,

n’est en généralpasun sous-espace linéaire de codimensionr.
Voici un contre-exemple : étant donné un corpsk, S= Spec(A) est le spectre de l’anneau A= k[ε ] = k[t]/(t2) des

nombres duaux et X est le sous-schéma fermé deA
2
A défini par l’idéal(ξ1,εξ2). Le schéma S est réduit à un point

z, correspondant à l’unique idéal maximalεA de A ; l’homomorphisme canonique A→ κ(z) = k envoieε sur 0 et
doncp−1(z) = V(ξ1) est un sous-espace linéaire de codimension un deA

2
κ(z). Observons toutefois que X n’est pas un

sous-espace linéaire deA
2
A : si tel était le cas, X(A) serait en effet le noyau d’une matrice de rangr ≥ 0 et le A-module

A2/X(A) serait alors libre de rangr (cf. remarque 10) ; or X(A) = A(1,0)⊕A(0,ε) et A2/X(A) ≃ A/Aε ≃ k n’est
pas un A-module libre.

5. Si l’on veut caractériser les sous-espaces linéaires au-dessus d’un schéma S parmi tous les sous-schémas fermés
deA

n×S, il ne suffit pas d’imposer que la fibre au-dessus de chaque point zde S soit un sous-espace linéaire au-dessus
du corps résiduelκ(z) ; il faut en plus imposer que le morphismep : X → S induit par la seconde projection soitplat.

Rappel du cours de Stéphane: étant donné un anneau A, un A-module M est ditplat si le foncteur M⊗A · de la
catégorie des A-modules dans elle-même estexact, i.e. transforme une suite exacte en une suite exacte. Un morphisme
de schémasf : X → Y est plat si, pour tout pointx∈ X, l’homomorphisme d’anneauxf ♮

x : OY, f (x) → OX,x fait deOX,x

unOY, f (x)-module plat.

Proposition 13— SoitSun schéma et soitX un sous-schéma fermé deA
n×S. On désigne par p: X →S le morphisme

induit par la seconde projection et on suppose que ce morphisme est localement de présentation finie, i.e. queX est
localement défini par un idéal de type fini.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X est un sous-espace linéaire de codimension r ;
(ii) le morphisme p estplat et, pour tout point z∈ S, la fibre p−1(z) est un sous-espace linéaire de codimension r

deA
n
κ(z) ;

(iii) le morphisme p estplat à fibresgéométriquement réduiteset, pour tout corps algébriquement clos k et tout
morphisme f: Spec(k) → X,

( f ∗X)(k) = {u∈ X(k) | p(u) = f}

est un sous-espace vectoriel de codimension r de f∗(An×S)(k) = A
n
k(k) = kn.

Démonstration.Les assertions (ii) et (iii) sont équivalentes d’après la proposition 12.
L’implication (i) =⇒ (ii) est facile. Si X est un sous-espace linéaire deA

n×S, alors la fibre dep au-dessus d’un
point z de S est un sous-espace linéaire deA

n
κ(z) (lemme 11). Le morphismep est plat : on peut recouvrir S par des

ouverts affines U= Spec(A) tels que X∩A
n ×U s’écrive sous la forme V(Mξ ) avec M∈ Mrn(A) de rangr ; si

Q ∈ GLn(A) est une matrice telle que MQ=
(

Ir |(∗)
)

, Q−1, Q−1 détermine un automorphismeϕ de A
n
A tel que le

morphismeAn
A → A

n−r
A , composé deϕ par la projectionAn

A → A
n−r
A définie en oubliant lesr premières coordonnées,

induise un isomorphisme de X∩A
n
A surAn−r

A compatible avec les projections vers Spec(A) ; le morphisme canonique
A

n−r
A →Spec(A) est plat car l’anneau A[ξ1, . . . ,ξn−r ] est un A-module libre, donc plat ; il en découle que le morphisme

p : X → S est plat au-dessus d’ouverts recouvrant S et, puisque la platitude est de nature locale,p est plat.
On admet l’implication (ii)=⇒ (i), qui ne sera pas utilisée dans ce qui suit. 2



4. LE FONCTEUR DES POINTS DE LA DROITE PROJECTIVE

Rappelons queP1 est par définition le schéma obtenu en recollant deux copies Ut = Spec(Z[t]) et Us = Spec(Z[s])
du plan affineA2 le long des ouverts U′t = Spec(Z[t, t−1]) et U′

s = Spec(Z[s,s−1]), via l’identitification induite par
l’isomorphismeZ[t, t−1]→̃Z[s,s−1] envoyantt surs−1.

Nous sommes désormais en mesure de décrire le foncteur des points du schémaP1 = P
1
Z

: quel que soit le schéma S,
hP1(S) = HomSch(S,P1) s’identifie canoniquement à l’ensemble desdroites(= sous-espaces linéaires de codimension
un) deA

2×S.

(4.1)Nous commençons par définir ladroite universelleLu dansA2×P
1.

Le schémaA
2 × P

1 est recouvert par les deux ouverts affinesA
2 × Ut = Spec(Z[t,ξ1,ξ2]) et A

2 × Us =
Spec(Z[s,ξ1,ξ2]), identifiés le long des ouvertsA2×U′

t = Spec(Z[t, t−1,ξ1,ξ2]) et A
2×U′

s = Spec(Z[s,s−1,ξ1,ξ2])
via l’isomorphismeχ deZ[t, t−1,ξ1,ξ2] surZ[s,s−1,ξ1,ξ2] envoyantt surs−1 et ξi surξi (1≤ i ≤ 2).

Vu l’identité χ(tξ1 + ξ2) = s−1ξ1 + ξ2 = s−1(ξ1 + sξ2), l’isomorphisme de recollement entreA
2×U′

t et A
2×U′

s
identifie les sous-schémas fermés V(tξ1 + ξ2) et V(ξ1 +sξ2). Ceci permet de donner un sens à la définition suivante.

Définition 14. — La droite universelleau-dessus deP1 est l’unique sous-schéma ferméLu deA
2×P

1 tel que

Lu∩A
2×Ut = V(tξ1 + ξ2) et Lu∩A

2∩A
2×Us = V(ξ1 +sξ2).

Observons que le sous-schéma fermé Lu deA
2×P

1 est bien une droite au-dessus deP
1 au sens de la définition car

les matrices
(t 1) ∈ M12(Z[t]) et (1 s) ∈ M12(Z[s])

sont toutes deux de rang un.

(4.2)Quels que soient le schéma S et le morphismef : S→ P
1, le sous-schéma ferméf ∗Lu de

f ∗(A2×P
1) = (A2×P

1)×P1 ×S= A
2×S

est une droite deA2
S.

Théorème 14— Pour tout schémaS, l’application

hP1(S) = HomSch(S,P1) →{droites deA2×S},

f 7→ f ∗Lu

est bijective.

Le point-clef permettant de démontrer ce théorème est le fait suivant.

Lemme 16— Soit A un anneau. Deux matrices de rang un(a1 a2), (a′1 a′2) ∈ M12(A) définissent le même sous-
schéma fermé deA2

A = Spec(A[ξ1,ξ2]) si et seulement si a1a′2 = a′1a2.
En outre, si a1 (resp. a2) est inversible, alors a′1 (resp. a′2) est inversible.

Démonstration.Les sous-schémas fermés X= V(a1ξ1 + a2ξ2) et X′ = V(a′1ξ1 + a′2ξ2) de A
2
A sont les mêmes si

et seulement si les sous-ensembles X(B) et X′(B) de A
2
A(B) = B2 coïncident pour toute A-algèbre B, donc si et

seulement si
{(x1,x2) ∈ B2 | a1x1 +a2x2 = 0} = {(x1,x2) ∈ B2 | a′1x1 +a′2x2 = 0}

pour toute A-algèbre B.
La conditiona1a′2 = a′1a2 est clairement nécessaire : il suffit d’observer que le couple (a2,−a1) ∈ A2 appartient à

X(A) tandis qu’il appartient à X′(A) si et seulement sia1a′2 = a′1a2.

Supposons réciproquement que l’on aita1a′2 = a′1a2 et considérons une A-algèbre B ainsi qu’un couple(x1,x2)∈B2

appartenant à X(B). La matrice(a′1 a′2) étant de rang un, il existe un couple(u1,u2) ∈ A2 tel quea′1u1 + a′2u2 = 1
(c’est équivalent) et les deux ouverts principaux D(a′1), D(a′2) constituent donc un recouvement ouvert de Spec(A) et
de Spec(B) (on omet d’écrire l’homomorphisme structural A→ B faisant de l’anneau B une A-algèbre). On justifie
de manière similaire que les ouverts principaux D(a1) et D(a2) recouvrent Spec(A) et Spec(B).

L’élémenta′1x1 +a′2x2 de B est d’image nulle dans chacun des anneaux B[a1
−1] et B[a2

−1] : en effet,

a1(a
′
1x1 +a′2x2) = a′1(a1x1 +a2x2)

= 0



cara1a′2 = a′1a2 et (x1,x2) ∈ X(B) ; pour les mêmes raisons,

a2(a
′
1x1 +a′2x2) = a′2(a1x1 +a2x2)

= 0.

. Un élément de B étant nul si et seulement si ses images dans B[a1
−1] et dans B[a2

−1] le sont, nous en concluons à la
nullité dea′1x1 +a′2x2 = 0 dans B.

Nous avons ainsi établi l’inclusion X′(B) ⊂ X(B). L’inclusion réciproque s’obtient de la même manière, donc
X(B) = X′(B) pour toute A-algèbre B et finalement X= X′.

Démontrons maintenant la seconde assertion. Sia1 est inversible,a′2 = a−1
1 a′1a2 et donc, en posanta = a−1

1 a2,

X(B) = {(x1,x2) ∈ B2 | x1 +ax2 = 0}, X′(B) = {(x1,x2) ∈ B2 | a′1(x1 +ax2) = 0}

pour toute A-algèbre B. Comme(1,0) /∈ X(B), l’identité X(B) = X′(B) impliquea′1 6= 0 dans B pour toute A-algèbre
B ; en particulier,a′1 6= 0 dansκ(p) pour tout idéal premierp de A. L’élémenta′1 n’est par conséquent contenu dans
aucun idéal premier de A, ce qui signifie qu’il est inversible. 2

Démonstration du théorème 17. Nous allons procéder en trois étape.
Première étape– Soit f : S→ P

1 un morphisme de schémas et soit L= f ∗Lu. Les ouvertsf−1(Ut) et f−1(Us)
recouvrant S, tout pointz de S appartient à l’un ou l’autre. Siz∈ f−1(Ut), le morphisme Spec(κ(z)) → Ut provient
d’un homomorphismef ♮ : Z[t] → κ(z) et Lz = V( f ♮(t)ξ1 + ξ2). Si z∈ f−1(Us), le morphisme naturel provient d’un
homomorphismef ♮ : Z[s] → κ(z) et Lz = V(ξ1 + f ♮(s)ξ2) ; en outre,z appartient alors à l’intersectionf−1(Ut)∩
f−1(Us) = f−1(Ut ∩Us) si et seulement si l’homomorphismef ♮ : Z[s] → κ(z) se factorise parZ[s,s−1], donc si et
seulement sif ♮(s) est un élément inversible deκ(s), auquel cas Lz = V( f ♮(s)−1ξ1 + ξ2). Vu la seconde assertion du
lemme précédent, cette discussion prouve que l’ouvertf−1(Ut) de S est constitué des pointsz tels que Lz admette une
équation de la formeaξ1 + ξ2 aveca∈ κ(z).

Enfin, étant donnés un pointz∈ f−1(Ut) et un ouvert affine U= Spec(A) de S contenantzet tel que L∩A
2×U =

V(a1ξ1 + a2ξ2) avec(a1 a2) ∈ M12(A) de rang un, l’imagea2(z) dea2 dans le corps résiduelκ(z) est inversible en
vertu de l’identité V( f ♮(t)ξ1 + ξ2) = V(a1(z)ξ1 +a2(z)ξ2) et de la seconde assertion du lemme précédente. Le point
z appartient par suite à l’ouvert D(a2) = Spec(A[a−1

2 ]) de U et, vu la caractérisation de l’ouvertf−1(Ut), D(a2) ⊂
f−1(Ut). Nous avons ainsi établi l’identité

f−1(Ut) =

{

z∈ S

∣

∣

∣

∣

z possède un voisinage affine Spec(A) tel que
L ∩A

2
A = V(a1ξ1 +a2ξ2) aveca2 ∈ A×

}

.

On établit de même une caractérisation analogue def−1(Us).

Deuxième étape– Soient f ,g : S → P
1 deux morphismes tels quef ∗Lu = g∗Lu. D’après la première étape,

f−1(Ut) = g−1(Ut) et f−1(Us) = g−1(Us). Pour tout ouvert affine U= Spec(A) contenu dansf−1(Ut) = g−1(Ut),
les morphismesf ,g : U → Ut correspondent à des homomorphismesf ♮,g♮ : Z[t] → A et

V( f ♮(t)ξ1 + ξ2) = f ∗Lu∩A
2
A = g∗Lu∩A

2
A = V(g♮(t)ξ1 + ξ2).

En vertu du lemme précédent, il en découlef ♮(t) = g♮(t) et donc f|U = g|U.
Ceci établit l’injectivité de l’application hP1(S) →{droites dansA2×S}, f 7→ f ∗Lu.

Troisième étape– Soit finalement

L
�

�

//

��

A
2×S

pr2
||yy

y
y
y
y
y
y
y

S

une droite au-dessus de S. Il existe par hypothèse un recouvrementU de S par des ouverts affines U= Spec(A)
tels que L∩A

2×U soit le sous-schéma fermé V(a1ξ1 + a2ξ2) de Spec(A[ξ1,ξ2]) défini par une matrice de rang un
(a1 a2) ∈ M12(A). Les ouverts principaux D(a1) et D(a2) recouvrant Spec(A), un raffinement convenable de notre
recouvement initial nous permet de supposer à chaque fois que l’un des deux élémentsa1, a2 est inversible dans A.

Considérons un ouvert U= Spec(A) dansU et choisissons une matrice de rang un(a1 a2) ∈ M12(A) définissant
L∩A

2×U aveca1 ∈ A× oua2 ∈ A
×. Si a1 ∈ A×, on définit un morphismef1 : U → Us⊂ P

1 en considérant l’unique
homomorphisme d’anneauxf ♮

1 : Z[s] → A envoyantssura−1
1 a2 ; on a alors

f ∗1 Lu = f ∗1 V(ξ1 +sξ2) = V(ξ1 +a−1
1 a2ξ2) = V(a1ξ1 +a2ξ2) = L ∩A

2×U.



Si a2 ∈A×, on définit un morphismef2 : U→Ut ⊂P
1 en considérant l’unique homomorphisme d’anneauxf ♮

2 : Z[t]→
A envoyantt sura1a−1

2 ; on a

f ∗2 Lu = f ∗V(tξ1 + ξ2) = V(a−1
2 a1ξ1 + ξ2) = V(a1ξ1 +a2ξ2) = L ∩A

2×U.

Si a1 et a2 sont tous deux inversibles dans A×, les deux morphismesf1, f2 : U → P
1 coïncident vu les conditions de

recollement de Ut et Us dansP1. Nous avons ainsi défini un morphismef : U → P
1 tel que L= f ∗Lu.

D’après le résultat de l’étape précédente, ce morphisme ne dépend que de la droite L֒→ A
2×U et non du choix de

la matrice(a1 a2) la définissant. Le même argument garantit que les morphismesdéfinis sur deux ouverts U,V ∈ U

coïncident sur chaque ouvert affine de U∩V, donc sur U∩V ; ces morphismes se recollent par conséquent en un
morphismef : S→ P

1. Enfin, f ∗Lu = L car cette identité est vraie au-dessus de chaque ouvert U∈ U par définition
même du morphismef . 2

5. LES GRASSMANNIENNES

Ayant décrit le foncteur des points du schémaP
1 en établissant que le couple(P1,Lu) représente le foncteur

Sch→ Ens, S 7→ {droites dansA2×S},

nous allons maintenant prendre le point de vue opposé et démontrer le théorème suivant.

Théorème 17— Pour tous entiers naturels n, r avec1≤ r ≤ n, le foncteur

Gn,r : Sch→ Ens, S 7→ {sous-espaces linéaires de codimension r deA
n×S}

est représenté par un couple(Grassn,r ,Lu
n,r) formé d’un schémaGrassn,r et d’un sous-espace linéaireLn,r de codimen-

sion r deA
n×Grassn,r .

Le couple (Grassn,r ,Ln,r) est unique à isomorphisme unique près et le schémaGrassn,r est lagrassmannienne des
sous-espaces linéaires de codimensionr deA

n.

(5.1) La démonstration du théorème repose fondamentalement sur les mêmes arguments que ceux utilisés dans la
section précédente pour décrire le foncteur des points deP

1. En voici le canevas.
1. Nous allons commencer par mettre en évidence certains sous-foncteurs du foncteur Gn,r : Sch→ Enset vérifier

qu’ils sont représentables par des espaces affines ; ce seront des généralisations des ouverts Ut et Us deP
1.

2. Nous observerons alors que ces sous-foncteurs fournissent naturellement une condition de recollement pour les
espaces affines les représentant.

3. Nous vérifierons enfin que le schéma obtenu par recollementde ces espaces affines (naturellement équipé d’un
espace linéaire relatif) représente le foncteur Gn,r .

Les principaux énoncés techniques sont rassemblés dans le lemme ci-dessous.

Définition 18 — Soit A un anneau. Pour toute une matriceM = (ai j ) ∈ Mr,n(A) et toute partieI de {1, . . . ,n}
à r éléments, on désigne parMI la matrice carrée de taille r déduite deM en retirant les colonnes dont l’indice
n’appartient pas àI et on poseδI(M) = det(MI).

Lemme 19— SoitA un anneau et soitM = (ai j ) ∈ Mrn(A) une matrice de rang r. Le schémaSpec(A) est recouvert
par les ouverts principauxD(δI), I parcourant l’ensemble des parties à r éléments de{1, . . . ,n}.
Démonstration.[...] 2

Lemme 20— SoitA un anneau et soientM = (ai j ), M′ = (a′i j ) ∈ Mr,n(A) deux matrices de rang r. On pose

L = V

(

∑
1≤ j≤n

ai j ξ j ; 1≤ i ≤ r

)

et L′ = V

(

∑
1≤ j≤n

a′i j ξ j ; 1≤ i ≤ r

)

.

(i) Le schémaSpec(A) est recouvert par les ouverts principauxD(δI), I parcourant l’ensemble des parties à r
éléments de{1, . . . ,n}.

(ii) SiL = L′, alors
δI(M) ∈ A× ⇐⇒ δI(M

′) ∈ A×

pour toute partie à r élémentsI de{1, . . . ,n}.
(iii) Soit I une partie à r éléments de{1, . . . ,n}. Si δI(M) et δI(M′) sont inversibles dansA, alors L = L ′ si et

seulement siM−1
I M = M′

I
−1M′.



Démonstration.(i) Considérons un pointz de Spec(A) et convenons de notera 7→ a(z) l’homomorphisme canonique
A → κ(z). La fibre Lz de L au-dessus du pointzest le sous-espace linéaire deA

n
κ(z) défini par la matrice M(z) = (ai j (z))

de Mrn(κ(z)), image de M par l’homomorphisme canonique Mrn(A) → Mrn(κ(z)). Comme M(z) est par hypothèse
de rangr, il existe une partie I de{1, . . . ,n} à r éléments telle que le mineurδI(M)(z) = δI(M(z)) soit un élément
inversible deκ(z) et le pointzappartient donc à l’ouvert principal D(δI(M)).

(ii) Supposons que les sous-schémas fermés L et L′ de A
n
A coïncident et queδI(M) soit inversible dans A. Pour

toute A-algèbre B, les matrices M′ et M−1
I M ont le même noyau dans Bn ; en particulier, pour tout vecteurx ∈ Bn

tel que M′x = 0, x = 0 si xi = 0 pour touti ∈ {1, . . . ,n}− I. Appliquant ceci au cas où B est le corps résdiduel d’un
point de Spec(A), nous en déduisons que la matrice M′

I est d’image inversible dans Mrn(κ(z)) pour tout pour tout
z∈ Spec(A) ; on a doncδI(M)(z) 6= 0 pour toutz, d’où δI(M) ∈ A×, et la matrice MI est ainsi inversible dans Mrn(A).

(iii) Supposons qu’il existe une partie I de{1, . . . ,n} à r éléments telle queδI(M) et δI(M′) soient inversibles dans
A. Pour simplifier les notations, I= {1, . . . , r} dans ce qui suit.

Si L = L′, les matrices N= M−1
I M et N′ = M′

I
−1M ont le même noyau dans An. Pour tout indicej ∈ {1, . . . ,n}− I

et toutr-upletx∈ Ar ,

N

(

∑
1≤i≤r

xiei −ej

)

= ∑
1≤ℓ≤r

xℓ − ∑
1≤i≤r

ni, jej ,

où (e1, . . . ,er) désigne la base canonique de An. On dispose d’identités analogues pour la matrice N′ et on en conclut
à l’égalité colonne par colonne des matrices N et N′.

Réciproquement, si M−1
I M = M′

I
−1M′, alors L= L′ car

L = V(Mξ ) = V
(

M−1
I Mξ

)

et L′ = V(M′ξ ) = V
(

M′
I
−1M′ξ

)

.

2

(5.2)Passons maintenant à la démonstration du théorème 17.
Notations— Nous allons considérer l’espace affine de dimensionrn V muni des coordonnéesti j , 1≤ i ≤ r, 1≤

j ≤ n : V = Spec(Z[ξi j ; 1≤ i ≤ r, 1≤ j ≤ n]). Pour toute partie I de{1, . . . ,n} à r éléments, nous désignerons par
VI le sous-schéma dermé deV défini par lesr2 équations

ti j = δi j , 1≤ i ≤ r, j ∈ I ;

il est canoniquement isomorphe à l’espace affiner(n− r)-dimensionel Spec([Z[ti j ; 1≤ i ≤ r , j ∈ {1, . . . ,n}− I]).

Définition 21 — Étant donnée une partieI de{1, . . . ,n} à r éléments, on désigne parGI
r,n le sous-foncteur deGr,n

défini comme suit : pour tout schémaS, GI
r,n(S) est l’ensemble des sous-espaces linéairesL →֒A

n×Sde codimension
r tels que, pour tout point z deS, le sous-espace linéaireLz deA

n
κ(z) soit défini par une matriceM ∈ Mrn(κ(z)) avec

δI(M) 6= 0.
De manière équivalente, GIr,n(S) est l’ensemble des sous-espaces linéaires L→֒ A

n ×S de codimensionr qui,
localement au-dessus de S, sont définis par des matrices M∈ Mrn(A) telles queδI(M) ∈ A×.

Première étape : représentabilité des foncteursGI
r,n. — Fixons une partie I de{1, . . . ,n} à r éléments. Le sous-schéma

fermé Lu
I de A

n ×VI défini par les équations∑1≤ j≤n ti j ξ j , 1≤ i ≤ r est manifestement un sous-espace linéaire de
codimensionr au-dessus deVI et Lu

I est un élément de GIr,n(VI) puisqueδI(ti j ) = 1.
Quel que soit le schéma S, l’application

hVI (S) = HomSch(S,VI) → GrIr,n(S), f 7→ f ∗Lu
I

estbijective.
- Injectivité. Puisque deux morphismesf ,g : S→ VI sont égaux si et seulement s’ils coïncident sur chaque ouvert

affine de S, il est loisible de supposer que S est affine. Un morphisme f : Spec(A) → VI est la même chose qu’un
homomorphisme d’anneauxf ♮ : Z[ti j ; 1 ≤ i ≤ r, j ∈ {1, . . . ,n} − I] → A et f ∗Lu

I est le sous-espace linéaire de
A

n
A défini par la matrice( f ♮(ti j )) ∈ Mrn(A) ; si deux morphismesf ,g : S→ VI sont tels quef ∗Lu

I = g∗Lu
I , alors

( f ♮(ti j )) = (g♮(ti j ) dans Mrn(A) en vertu du point (iii) du lemme précédent et doncf = g.
- Surjectivité. Soit L∈ GI

r,n. Le schéma S est recouvert par des ouverts affines U= Spec(A) tels que L∩A
n×U =

V(Mξ ) avec M∈ Mrn(A) etδI(M)∈A×. Dans ces conditions, L∩A
n×U = V(M−1

I Mξ ) et donc L∩A
n×U = f ∗ULu

I ,
où fU : U → VI est le morphisme tel quef ♮ : Z[ti j ; 1≤ i ≤ r, j ∈ {1, . . . ,n}− I] → A soit l’homomorphisme défini



par
f ♮(ti j ) =

(

M−1
I M

)

i j

pour tousi, j. Vu l’injectivité des applications hVI (·) → GI
r,n(·), les différents morphismesfU : U → VI que l’on vient

de définir se recollent en un morphismef : S→ VI tel que L= f ∗Lu
I .

Nous venons d’établir que le foncteur GrI
r,n est représenté par le schémaVI – isomorphe à l’espace affine standard

A
r(n−r) – muni du sous-espace linéaire relatif Lu

I →֒ A
n×VI.

Deuxième étape : condition de recollement des foncteursGI
r,n. Soient I et J deux parties de{1, . . . ,n} à r éléments. Le

produit fibré GI,J
r,n = GI

r,n×Gr,n GJ
r,n est par définition le foncteur

Sch→ Ens, S 7→ {(L,L′) ∈ GI
r,n(S)×GJ

r,n(S) | Lr = L′ ∈ Gr,n(S)} = GI
r,n(S)∩GJ

r,n(S).

Le sous-foncteur GI,Jr,n de GI
r,n est représenté par le sous-schéma ouvertV

J
I = VI ∩D(δJ(ti j )) de VI : en effet, un

morphismef : S→ VI se factorise à travers l’immersion ouverteV
J
I →֒ VI si et seulement si, localement sur S,f ∗Lu

I

est défini par une matrice M∈Mr,n(A) telle queδJ(M)∈A×. De même, le sous-foncteur GI,J
r,n de GJ

r,n est représenté par
le sous-schéma ouvertV

I
J = VJ∩D(δI) deVJ. Dans ces conditions, il existe un et un seul isomorphismeϕIJ : V

J
I → V

I
J

tel queϕ∗
IJL

u
J = Lu

I .
Quelles que soient I,J,K des parties de{1, . . . ,n} à r éléments,

(ϕJK◦ϕIJ)
∗Lu

K = ϕ∗
IJ

(

ϕ∗
JKLu

K

)

= ϕ∗
IJL

u
J = Lu

I = ϕ∗
IK Lu

K

et doncϕIK = ϕJK◦ϕIJ.

Troisième étape : représentabilité du foncteurGr,n. Les conditions de recollement mises en évidence à l’étape pré-
cédente garantissent l’existence d’un schéma Grassr,n, d’un recouvement d’icelui par des ouverts UI, ainsi que de
morphismesϕI : VI → Grassr,n (I ⊂ {1, . . . ,n} et Card(I) = r) qui satisfont aux deux conditions suivantes :

– pour toute partie I de{1, . . . ,n} à r éléments,ϕI est un isomorphisme sur UI ;
– pour toutes parties I,J de{1, . . . ,n} à r éléments,ϕIJ = ϕJϕ−1

I .
En outre, commeϕ∗

IJL
u
J = Lu

I , il existe un unique sous-schéma fermé Lu deA
n×Grassr,n tel queϕ∗

I Lu = Lu
I pour

toute partie I de{1, . . . ,n} à r éléments. Ce sous-schéma fermé deA
n×Grassr,n est manifestement un sous-espace

linéaire de codimensionr puisque tel est par construction le cas au-dessus de chacun des ouverts UI de Grassr,n.

Quel que soit le schéma S, l’application

hGrassr,n(S) → Gr,n, f 7→ f ∗Lu

estbijective.
- Injectivité.Étant donné un morphismef : S→ Grassr,n, les ouvertsf−1(UI) forment un recouvrement de S. Un

point dez de S appartient àf−1UI si et seulement si l’image du morphismefz : Spec(κ(z)) → Grassr,n, obtenu en
composant parf le morphisme canonique Spec(κ(z)) → S, est contenue dans UI, donc si et seulement si le sous-
esapce linéairef ∗z Lu de A

n
κ(z) appartient au sous-ensemble GI

r,n(κ(z)) en vertu de la première étape. Commef ∗z Lu

n’est autre que la fibre du sous-espace linéairef ∗Lu →֒ A
n×S au-dessus du pointz de S, nous en déduisons que les

ouverts f−1UI de S ne dépendent du morphismef que par l’intermédiaire du sous-espace linéairef ∗Lu ∈ Gr,n(S). En
particulier, si deux morphismesf , g : S→ Grassr,n sont tels quef ∗Lu = g∗Lu, alors f−1UI = g−1UI pour toute partie
I de {1, . . . ,n} à r éléments ; vu le résultat de la première étape,f et g ont la même restriction à chacun des ouverts
f−1UI = g−1UI et doncf = g.

- Surjectivité.Soit L∈ Gr,n(S) un sous-espace linéaire deA
n×S de codimensionr et soit U= Spec(A) un ouvert

affine de S tel que L∩A
n×U soit défini par une matrice M∈Mr,n(A) de rangr. En vertu du point (i) du lemme , U est

recouvert par les ouverts principaux D(δI(M)), I ⊂ {1, . . . ,n} avec Card(I) = r. Vu la première étape et la définition
du schéma Grassr,n, il existe un unique morphismefU,I : D(δI(M)) → Grassr,n tel que f ∗U,IL

u = L ∩A
n×D(δI(M)).

Les morphismesfU,I : D(δI(M)) → Grassr,n se recollent en un morphismef : S→ Grassr,n tel que L= f ∗Lu en vertu
de l’injectivité des applications canoniques hGrassr,n(·) → Gr,n(·).

(5.3)Explicitons complètement la construction précédente dansle cas particulierr = 1,n = N+1 avec N∈ N. On
considère l’ensemble àn éléments{0, . . . ,N} en lieu et place de l’ensemble{1, . . . ,n}, de sorte queV est l’espace
affine Spec(Z[t0 . . . , tN]) et, pour tout élémenti de{0, . . . ,N}, Vi est le sous-schéma fermé défini par l’équationti = 1.
Pour faciliter l’explicitation des conditions de recollement des schémasVi, il y a intérêt à mettre en évidence l’indice
i sur les coordonnées ; nous écrirons doncVi = Spec(Z[t i

0, . . . , t
i
N]/(t i

i −1)). Le sous-espace linéaire Lu
i deA

N+1×Vi

est le sous-schéma fermé défini par l’équationt i
0ξi + . . .+ t i

NξN = 0.



Quels que soienti, j ∈ {0, . . . ,N}, V
j
i est l’ouvert principal D(t j

i ) de Vi. L’isomorphismeϕi j : V
j
i → V

i
j provient

de l’identification des sous-espaces linéaires Lu
i = V(t i

0ξ0 + . . .+ t i
NξN) et ϕ∗

i j L
u
j = V(ϕ ♮

i j (t
j
0)ξ0 + . . .+ ϕ ♮

i j (t
j
N)ξN) de

A
N+1×V

j
i . Par construction, les matrices(t i

0 . . . t i
N) et (ϕ ♮

i j (t
j
0) . . . ϕ ♮

i j (t
0
N)) sont normalisées de telle sorte que

t i
i = ϕ ♮

i j (t
j
j ) = 1. L’égalité des sous-espaces linéaires équivaut par suiteà l’identité matricielle

(ϕ ♮
i j (t

j
0) . . . ϕ ♮

i j (t
j
N)) = ((t i

j)
−1t i

0 . . . (t i
j)
−1t i

N)

et doncϕi j est l’isomorphisme défini par les conditions suivantes :

ϕ ♮
i j (t

j
α) = (t i

j)
−1t i

α pour toutα ∈ {0, . . . ,N}.

Définition 22 — Quel que soit le nombre entier naturelN, le schémaGrass1,N+1 est l’espace projectifde dimension
N, usuellement notéPN.

Quels que soient le corpsk, les coordonnées homogènesd’un point z de P
n(k) sont les matrices(t0 . . . tN) ∈

M1,N+1(k) de rang un (c’est-à-dire non identiquement nulles) définissant le sous-espace linéaire Lz deA
N+1
k .

Remarque 23.En vertu de la discussion du point (3.3), 1, l’ensembleP
N(k) des points de l’espace projectifP

N à
valeurs dans un corpsk s’identifient naturellement auxhyperplansvectoriel dekN+1.

6. COMPLÉMENTS

(6.1) Étant donné un schéma S, lessectionsde la seconde projectionAn×S→ S correspondent biunivoquement
aux morphismes de S dansA

n, c’est-à-dire auxn-uplets d’éléments deΓ(S,OS). Si L →֒ A
n×S est un sous-espace

linéaire, on convient de désigner par Lσ (S) l’ensemble des sections du morphismep : L → S induit par la seconde
projectionA

n×S→ S ; c’est naturellement un sous-ensemble deΓ(S,OS)
n.

Remarque 24.La notation Lσ (S) signale que l’on ne considère que les sections du morphismep : L → S, c’est-à-dire
les morphismess : S→ L tels quep◦s= idS, et non tous les morphismes de S dans L.

Lemme 25— SoitA un anneau et soitL →֒ A
n
A un sous-espace linéaire de codimension r.

1. L’ensembleLσ (A) est un sous-A-module deAn et, pour tout f∈ A, l’application canoniqueLσ(A) →
Lσ (A[ f−1]) induit un isomorphisme deA[ f−1]-modules entreLσ (A)[ f−1] et Lσ(A[ f−1]).

2. LesA-modulesLσ (A) et An/Lσ (A) sont localement libres de rangs respectifs n− r et r.
2. Étant donnés deux sous-espaces linéairesL, L′ deA

n
A , L = L′ si et seulement siL(A) = L(A′).

Démonstration.1. Il s’agit tout d’abord de vérifier que, pour toutes sections s,s′ ∈ Lσ (A) et tout élémenta de A,
la sections+ as′ de A

n
A se factorise à travers l’immersion fermée L→֒ A

n
A. Cette question est de nature locale sur

Spec(A) : il suffit en effet de prouver que ceci est vrai au-dessus de chacun des ouverts d’un recouvement de Spec(A).
En se localisant sur Spec(A), nous pouvons supposer que L est défini par une matrice M∈ Mr,n(A) de rangr :
L = V(Mξ ), auquel cas

Lσ (A) = {(x1, . . . ,xn) ∈ An | Mx = 0}

est manifestement un sous-A-module de An.
Soit f ∈ A. L’homomorphisme de restriction Lσ (A) → Lσ (A[ f−1]) est A-linéaire et induit donc un A[ f−1]-

homomorphisme Lσ (A)[ f−1] → Lσ (A[ f−1]). L’injectivité est immédiate : si deux sectionss,s′ ∈ Lσ (A) coïncident
au-dessus de l’ouvert D( f ) de Spec(A), elles coïncident en tant que sections deA

n
A au-dessus de D( f ) ; s et s′

correspondent ainsi à deux éléments de An ayant la même image dans A[ f−1]n, ce qui signifie qu’il existem∈ N

tel que f ms = f ms′ et doncs = s′ dans Lσ (A)[ f−1]). Pour établir la surjectivité, il faut vérifier que toute section
s∈ Lσ (A[ f−1]) s’écrit sous la formef−ms̃avecs̃∈ Lσ (A) etm∈ N ou, ce qui revient au même, qu’il existem∈ N tel
que f ms se prolonge en une section de L au-dessus de Spec(A). Comme Spec(A) est quasi-compact, il suffit de véri-
fier que l’on peut recouvrir Spec(A) par des ouverts U tels que la sectionf msde L au-dessus de U∩D( f ) se prolonge
en une section de L au-dessus de U pour un certain entierm∈ N dépendant de U. En vertu de cette observation, nous
pouvons donc supposer que l’on a L= V(Mξ ) avec M∈ Mrn(A), auquel cas la sections correspond à un élémentx
de A[ f−1]n tel que Mx = 0. Il existe un entierm∈ N tel que f mx∈ An et, comme M( f mx) = f mMx = 0 dans A[ f−1],
il existe également un entierm′ ∈ N tel que M( f m+m′

x) = f m+m′
Mx = 0 dans A, ce qui signifie précisémentf m+m′

s
se prolonge en une section de L au-dessus de Spec(A).

2. Si L = V(Mξ ) avec M∈ Mrn(A) de rangr, alors Lσ (A) (resp. An/Lσ (A)) est le noyau (resp. l’image) de
l’application linéaire M : An → Ar . Il existe par définition des matrices P∈ GLr(A) et Q∈ GLn(A) telles que PMQ=



(Ir |(0)) ; on a donc An/Lσ (A) = Ar et Lσ (A) = Q({0}×An−r), ce qui prouve que ces deux A-modules sont libres,
de rangs respectifsr etn− r.

En général, on peut recouvrir Spec(A) par des ouverts principaux D( f ) tels que L∩A
n×D( f ) soit défini par une

matrice de rangr dans Mrn(A[ f−1]). Comme Lσ (A[ f−1]) = Lσ (A)[ f−1], les A[ f−1]-modules localisés Lσ (A)[ f−1]
et
(

An/Lσ (A)
)

[ f−1] = A[ f−1]n/Lσ (A)[ f−1] sont libres en vertu de ce que l’on vient de voir ; les A-modules Lσ (A)
et An/Lσ (A) sont donc localement libres, de rangs respectifsn− r et r.

3. Soient L et L′ deux sous-espaces linéaires deA
n
A de codimensionr tels que Lσ (A) = L′

σ (A).
Si L et L′ sont définis par des matrices M,M′ ∈ Mrn(A) de rangr, il existe en vertu du point précédent une matrice

Q∈ GLn(A) telle que Lσ (A) = L′
σ (A) = Q({0}×An−r), de sorte que les matrices MQ et M′Q aient le même noyau

{0} ×An−r . Dans ces conditions, MQ= P
(

Ir |(0)
)

et M′Q = P′
(

Ir |(0)
)

avec P,P′ ∈ GLr(A) convenables et donc
PM = P′M′. Les matrices M et PM (resp. M′ et P′M′) définissant les mêmes sous-espaces linéaires deA

n
A , L = L′.

En général, l’existence de telles matrices n’est garantie qu’après localisation sur Spec(A). Toutefois, vu l’assertion
2, l’égalité Lσ (A) = Lσ(A′) implique Lσ (A[ f−1]) = L′

σ (A[ f−1]) pour tout élémentf de A donc L= L ′ au-dessus de
chaque ouvert d’un recouvrement convenable de Spec(A) ; comme deux sous-schémas fermés deA

n
A = A

n×Spec(A)
coïncident si et seulement s’ils coïncident localement surSpec(A), nous pouvons en conclure à l’égalité L= L ′. 2

Pour tout anneau A, Locr,n désigne le foncteur

Sch→ Ens, A 7→

{

(Q,q)

∣

∣

∣

∣

Q est un A-module localement libre de rangr
et q : An → Q est un A-épimorphisme

}/

isom.,

où (Q,q) et (Q′,q′) sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme A-linéaire ϕ : Q′ → Q tel queq′ = q◦ϕ .

Proposition 26— Le morphisme de foncteursλ : Gr,n → Locr,n défini pour tout anneauA par

λ (A) : Gr,n(A) → Locr,n(A), L 7→ An/Lσ (A),

est un isomorphisme.
Démonstration.Il faut vérifier que, pour tout anneau A, l’applicationλ (A) est bijective.

Si L et L′ sont deux sous-espaces linéaires deA
n
A tels que les A-modules An/Lσ (A) et An/L′

σ (A) soient iso-
morphes en tant que quotients de An, alors Lσ (A) = L′

σ (A) et donc L= L′ d’après l’assertion 3 du lemme précédent.
L’applicationλ (A) est donc injective.

Soit Q un A-module libre de rangr et soitq : An → Q un A-épimorphisme. Ayant choisi un isomorphisme A-
linéaireϕ : Q≃ Ar , on obtient donc une application A-linéaire surjective M= ϕ ◦q : An → Ar . La matrice M est de
rangr : il existe en effet une matrice P∈ GLr(A) telle que PM=

(

Ir |(∗)
)

puis le pivot de Gauss sur les colonnes de
M fournit alors une matrice Q∈ GLn(A) telle que PMQ=

(

Ir |(0)
)

. Enfin, le sous-espace linéaire L= V(Mξ ) deA
n
A

est envoyé sur(Q,q) par l’applicationλ (A) puisque Lσ (A) = ker(q).
Considérons finalement un A-module localement libre de rangr et un A-épimorphismeq : An → Q. Pour tout

f ∈ A tel que Q⊗A A[ f−1] = Q[ f−1] soit un A[ f−1]-module libre, il existe un unique sous-espace linéaire Lf de
A

n×D( f ) tel que Lf ,σ (A[ f−1]) = ker(q)[ f−1]. Fixons un recouvrement de Spec(A) par des ouverts principaux D( f ),
f ∈ F , tels que Q[ f−1] soit un A[ f−1]-module libre. Les sous-espaces linéaires Łf deA

n×D( f ) se recollent en un
sous-espace linéaire L deAn×Spec(A) tel que Lσ (A)[ f−1] = Lσ (A[ f−1]) = ker(q)[ f−1] pour tout f ∈ F , donc tel
que Lσ (A) = ker(q) ; finalement,q : An → Q induit un isomorphisme An/Lσ (A)→̃Q et(Q,q) est donc l’image de L
parλ (A). Ceci achève la démonstration de la proposition. 2

(6.2)Étant donné un schéma S, nous avons défini les sous-espaces linéaires de codimensionr deA
n×S comme les

sous-schémas fermés deA
n×S que l’on peut,localementsur S, définir parr formes linéaires indépendantes. Même

lorsque S= Spec(A) est un schéma affine, il n’est en général pas possible d’exiger qu’un sous-espace linéaire soit
globalement défini parr formes linéaires indépendantes et il est nécessaire d’autoriser à se localiser sur Spec(A) ;
c’est ce que nous allons voir maintenant.

Proposition 27— SoitA un anneau. Les deux conditions suivantes sont équivalentespour tout sous-espace linéaire
L deA

n
A de codimension r :

1. il existe une matriceM ∈ Mr,n(A) de rang r définissantL, i.e. telle queL = V(Mξ ) ;
2. leA-moduleAn/Lσ (A) est libre.

Démonstration. Si le A-module An/Lσ (A) est libre, L= V(Mξ ) avec M∈ Mrn(A) la matrice de rangr associée au
choix d’un isomorphisme A-linéaire An/Lσ (A) ≃ Ar (cf. la démonstration de la proposition précédente).

Réciproquement, si L= V(Mξ ) avec M∈ Mrn(A) de rangr, alors l’application A-linéaire M : An → Ar induit un
isomorphisme A-linéaire An/Lσ (A) ≃ Ar et le A-module An/Lσ (A) est donc libre. 2



Il est maintenant aisé de donner un exemple d’anneau A et de sous-espace linéaire L deAn
A ne pouvant s’écrire sous

la forme V(Mξ ) avec une matrice M∈ Mr,n(A) de rangr : il suffit d’exhiber un anneau A et un quotient localement
libre mais non libre de rangr du A-module An.

Voici un exemple avecn = 2 etr = 1. On désigne parϑ une racine carrée de−5 et on pose A= Z[ϑ ] ; on rappelle
que la norme d’un élémenta= u+ϑv de A est le nombre entier naturel N(a) = u2+5v2. L’idéal a de A engendré par
2 et 1+ϑ n’est pas principal car il existerait sinon un élémenta+bϑ de A de norme N(a) = pgcd(N(2),N(1+ϑ)) =
pgcd(4,6) = 2, ce qui n’est manifestement pas le cas. On a évidemmenta[2−1] = A[2−1] et, en vertu de la relation
2.3 = (1+ϑ)(1−ϑ), a[3−1] = (1+ϑ)A[3−1] ; comme les ouverts principaux D(2) et D(3) recouvrent Spec(A), ceci
montre que le A-modulea est localement libre de rang un. Par définition,a est l’image de l’application A-linéaire
A2 → A, (ξ1,ξ2) 7→ 2ξ1+(1+ϑ)ξ2. Le sous-schéma fermé Lσ = V(2ξ1+(1+ϑ)ξ2,3ξ1+(1−ϑ)ξ2) deA

2
A est un

sous-espace linéaire de codimension 1 tel que A2/Lσ (A) ≃ a ; en vertu de la proposition précédente, il ne peut donc
pas se définir par une seule équation linéaire.

Remarques 28.1. Si A est un anneauprincipal, tout A-module localement libre de type fini est libre. Il en découle
que l’ensemble Gr,n(A) des A-points du schéma Grassr,n s’identifie naturellement aux quotients libres de rangr du
A-module An modulo isomorphisme, c’est-à-dire au quotient de l’ensemble des matrices M∈ Mr,n(A) de rangr par
l’action naturelle du groupe GLr(A). En particulier : une matrice de rang un M∈ M1,N+1(A) est la même chose qu’un
(N+1)-uplet d’éléments de A engendrant A et l’application AN+1 → Gr,n(A), (a0, . . . ,aN) 7→ V(a0ξ0 + . . .+aNξN)
induit donc une bijection

EN(A)/A×→̃P
N(A),

où EN(A) désigne l’ensemble des(N+1)-uplets d’éléments de A engendrant A.
Exemple: P

N(Z) est le quotient de l’ensemble des(N+1)-uplets d’entiers premier entre eux par l’action diagonale
deZ

× = {±1}.
2. Mentionnons également le fait suivant : quels que soient le corpsk et l’entier natureln≥ 0, tout module locale-

ment libre de type fini sur l’anneau de polynômesk[t1, . . . , tn] est libre (Théorème de Quillen-Suslin, 1976).

(6.2)Le morphisme de Plücker [...].
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