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Introduction aux schémas en géométrie algébrique

LE FONCTEUR DES POINTS D'UN SCHEMA
APPLICATION A LA CONSTRUCTION DES GRASSMANNIENNES

Amaury Thuillier

1. LE FONCTEUR DES POINTS bUN SCHEMA

(1.1) Pour les notions de base sur les catégories et les fonctein§l].

On rappelle que, si C est une catégori&? @&signe la catégoriepposégobtenue a partir de C en inversant le sens
des fleches. En d’autres termes’?@ les mémes objets que C et, pour tous objet de C, 'ensemble Howgo (X, Y)
des fleches de X vers Y dan$R&st I'ensemble Hoi(Y, X) des fléches de Y vers X dans C.

Etant donnée une catégofie tout objet X de C détermine un foncteu tie la catégorie € dans la catégorie des
ensembles défini de la maniére suivante :
— pour tout objet S de C{S) est 'ensemble Ho(S, X) de toutes les fléeches de S vers X dans la catégorie C;
— pour toute flechd : S'— S dans C, k(f) est I'application de R(S) dans Ix(S') définie paru — uo f.
La correspondance X hy est un foncteur de la catégorie C dans la catédemns” des foncteurs € — Ens: si
f : X — Y est une fleche dans C, alors la collection des applications

ht (S) : hx (S) — hy(S), u— fou
est une transformation naturelle entre les fonctewrstty .

Le résultat suivant, bien qu’élémentaire, est fondamesdalil garantit que I'on ne perd aucune information en
remplacant les objets X de C (resp. les flechate C) par les foncteursxh(resp. par les transformations naturelles
h¢). Ceci permet en particulier de traiter les objets de C (respfleches de C) comme des « familles structurées »
d’ensemblegresp. d’applications entre ensembles) indexées par C.

Théoreme 1(Lemme de Yonejla— SoitF : C°P — Ensun foncteur. Pour tout objet deC, I'application
Hom, cor (hx,F) — F(X), ¢ +— ¢ (X)(idx)
est une bijection.
En particulier, pour tous objetX,Y deC, I'application
Homg, o (hx, iy ) — Home(X,Y), ¢ — ¢ (X)(idx)
est une bijection.
DémonstrationOmise, voir [L]. O

Remarque 2.Bien entendu, on peut tout aussi bien associer a un objet X @esp. a une fleché : X — Y dans
C) le foncteurh® : C — Ens, S+— hX(S) = Homsen(X,S) (resp. la transformation naturellé : hY — hX telle que,
pour tout objet S de G (S) : hY(S) — hX(S) soit I'applicationu — uo f. Formulé pour un foncteur F : G Ens, le
lemme de Yoneda est également valable puisque cela reypamtiade la catégorie € en lieu et place de la catégorie
C.

(1.2)On désigne paschla catégorie des schémas. Rappelons qu’un schéma est péiatefin espace localement
annelé admettant un recouvrement ouvert par des espaadsnh@nt annelés de la forme Spk¢ (A = anneau
(commutatif)) et un morphisme de schémas est un morphisespadtes localement annelés.

Définition 3 — Etant donné un schém¥, le foncteur des pointde X n’est autre que le foncteur

hy : SchP — Ens.
On écrit souveniX(8) en lieu et place dék(S) = Homscn(S, X) et on parle de I'ensemble dé&spointsde X ou
encore degoints de X a valeurs dans S

Cette terminologie est justifiée par I'observation suigansupposons que X soit le spectre d'uhwalgebre A=
Z(Ti)ia]/((Fj)jea) (ici, | et J sont des ensembles quelconques). Pour tout arBebensemble R(Spe¢B)) =
Homscn(Spe¢B), SpecA)) s'identifie canoniquement & I'ensemble des homomorphishisesmeaux de A dans B via



I'application qui associe a un morphismeSpe¢B) — Sped¢A ) I'hnomomrphisme induitf?: A =T (SpecA), Oa) —
I(Spe¢B), 0s) = B entre les anneaux de sections globales des faisceautustuxc. Puisqu’un homomorphisme
d’anneaux A— B est la méme chose qu’une familll )ic; d’éléments de B telle quejHb;)ic;) = O pour toutj € J,
hx (Spe¢B)) s’identifie donc canoniquement a I'ensemble dekitionsdans I'anneau B du systémes d’équations
polynémialesF;((Ti)ic1)) ;- En outre, tout homomorphisme d’anneauxB — C définit un morphisme de schémas
a¢ : Spe¢C) — SpedB) et on vérifie immédiatement que I'applicatiop(R¢ ) : hx (Spe¢B)) — hx (Spe¢C)) envoie
une solution(by)ic; dans B sur la solutiof¢ (b;) )ic; du systéme dans C.

Moralité (avec un grain de sel) : passer d’'un schékhau foncteurhy revient essentiellement a voifr comme un
systeme d'équations polynémiales implicite que I'on étddiravers ses solutions dans tous les anneaux possibles.

(1.3)On ne perd rien siI'on restreint le foncteur des points dtimésna a la sous-catégorie pleineSnconstituée
des schémaaffines On désigne pafnn la catégorie des anneaux (toujours commutatifs et unifgaire

Proposition 4— SoitX un schéma. Le fonctein : ScHP — Ensest parfaitement déterminé par le foncteur
Ann — Ens, A — hx(SpecA)) = Homgcn(SpecA), X).

DémonstrationPar définition, un schéma S est un espace localement annelé/egt par des ouverts U isomorphes
a des schémas affines. La donnée d’'un morphisme de schémasest équivalente a la donnée, pour chaque ouvert
affine U de S, d'un morphismé; : U — X, de telle sorte que, pour toute inclusiondVU entre ouvert affines de S,
fy et larestriction defy a V coincident. Ainsi, si I'on désigne p& I'ensemble des ouverts affines de S,

our tous YV € % avec VcC U,
hx (S) = {(fum/ P Y } |

I'application canonique f(U) — hx (V) envoie fy sur fy
En outre, pour tout morphisme de schénfiass’' — S, il existe des recouvremenis et % de S et S respectivement
par des ouverts affines tels que, pour toute, f(U’) soit contenu dans I'un des ouverts U @¢e. Ces deux
observations montrent que le foncteyr :hScH® — Ens est complétement déterminé par sa restriction a la sous-
catégorie pleine des schémas affines. O

Si cela ne préte pas a confusion, nous continuerons de @égignly le foncteur
Ann — Ens, A — hx(SpecA))
et I'on écrit souvent XA) en lieu et place dbx (A) = Homsch(SpecA), X).

2. PRODUITS DANS LA CATEGORIE DES SCHEMAS

On peut illustrer la pertinence du foncteur des points dalméma par la construction demduits fibrés de schémas

(2.1) Soientf : X — Z etg: Y — Z deux morphismes de schémas. Passant aux foncteurs dés poirobtient
deux transformations naturellbg : hy — hz , hy : hy — hz et on peut définir leuproduit comme étant le foncteur

hx xn, hy : ScHP — Ens
envoyant un schéma S (resp. un morphisme de schémis— S) sur le produit fibré
h (S) Xy (g) xhy (S) = {(%V) € hx(S) x hy(S) | ht(v) = hy(V) dans k(S)}
(resp. sur I'application
hx (S) Xn,(s) xhy (S) = hx(S) xn,(g) XV (S), (W) = (hx(v),hy(V)).)
Théoreme 5.— Il existe un schéma noté x 7 Y, unique a un isomorphisme unique prés, tel que

hx Xhz hy = hX><zY-

DémonstrationOmise, voir EGA], Chapitre |, 83, Théoreme (3.2.1).

de départ de la démonstration de I'existence du schéma & @sbposition 7 ci-dessous, qui traite le cas des trois
schémas affines. On considére ensduite le cas de trois scXéMas Z avec Z affine, et on vérifie que,%i et 7 sont
des recouvrements de X et de Y respectivement par des oaffanes, alors les schémas affinexiV se recollent

en un schéma %z Y ayant les propriétés souhaitées. Enfin, si Z est quelcqonojuée recouvre par des schémas



affines W et on vérifie que les schémias' (W) xw g~1(W) se recollent en un schémax% Y ayant les propriétés
souhaitées. O

Définition 6. — Le schémaX xz Y du théoréme précédent, bien défini a isomorphisme unigue pst leproduit
fibré des schémaX.

Par définition, un morphisme d'un schéma S dans le produi fioxz Y est la donnée de deux morphismes
v:S—X,V:S—Ytelsquefov=goV.

Proposition 7.— Si X = Spec¢A), Y = Spe¢B) et Z = Spe¢C) sont des schémas affines, le schéfna; Y est
affine, d'annealA ®¢ B.
DémonstrationLe foncteur k xn, hy : Ann — Ensenvoie un anneau R sur 'ensemble
hx (R) xp,r by (R) = {(%V) € Homgen(SpedR), SpegA)) x Homsen(SpedR),SpeeB)) | fov=goV'}
= {(¢,9") € Homann (A, R) x Homann (B,R) | ¢ o f* = ¢’ 0 ¢* dans Homnn (C,R)}
= Homan (A ®cB,R)
= Homsch(SpegR), Spec¢A @cB))
= hSpe¢A®cB) (R)
donc I xn, hy = hgpe¢ascr)- O

3. ESPACES LINEAIRES RELATIFS

(3.1)Soit A un anneau. Etant donnés des ensembles finis I, J et uora@mtier naturel, une matrice Me M, 3(A)
est ditede rang rs'il existe des matrices inversiblessFGL,(A) et Qe GLy(A) tels que

I (0) )
M=P .
(b @ )e
Remarquons que, pour tout homomorphisme d'anngauX — B, 'homomorphisme induit de M(A) dans

M, 5(B) transforme une matrice de rangn une matrice de rang

Remarque 8 Si M € M, 3(A) est une matrice de rang alors le A-module quotient ker(M) est libre de rang :
une matrice G GL;(A) comme ci-dessus fournit en effet un isomorphisme entyéeéx(M) et A'.

(3.2) Soit S un schéma et soientr deux nombres entiers naturels. On page= A" x S; c’'est l'espace affine
relatif de dimensiom au-dessus de S.

Definition 9 — Un sous-espace linéaire de codimensiate Ag est un sous-schéma fermé X Afgsatisfaisant a la
condition suivante : il existe un recouvrement de S par desits affines U= SpecA) tels que I'idéal deA [&, .. ., &
définissant le sous-schéma ferm@ X" x U de A" x U = SpecA[¢1, ..., ¢&n]) soit engendré par une famille finie de
formes linaires(y 1<<nai ;¢),.,, la matrice(a; ;) € M, 1. n} (A) étant de rang r.

Remarque 10 Dans la définition précédente, il est toujours loisiblergioser I= {1,...,r}. En effet, étant donnés
un anneau A et une matrice M (a; j) € M, ;1. n(A) de rangr écrite sous la forme M= P( I(ro) Eg; ) Q avec

Pe GLi(A) et Qe GLn(A),

{)_(6 c"

pour toute A-algébre C, de sorte que les familles de fornméaiies(zlq@ahj Ej)iel et <(Qf)i)1<'< définissent le
- — <i<r

ajX;=0 pouriel = {)_(E C" |(Qx)i =0 pour 1§i§r}
1<7=n

méme sous-schéma fermé de Spgés, ..., &n)).

Si S est un schéma et sio% S est un sous-espace linéaire de codimensidaA" x S, la projection canonigue
A" x S— S induit un morphisme de schémpasX — S.
Lemme 11— Soit f: S — Sun morphisme de schémas)Si— A" x Sest un sous-espace linéaire de codimension
r au-dessus d§&, alors f*X = X xS — A" x S est un sous-espace linéaire de codimension r au-dess8s de
DémonstrationConsidérons un recouvrement de S par des ouverts affireSpe¢A) de S tels que XIA" x U =
p~1(U) soit le sous-schéma fermé de SR, ..., £n]) défini par formes linéaires indépendantgs. j-aij &j, 1<
i <r.Pour tout ouvert affine U= Spe¢B) de S contenu dang —(U), le morphismef : Spe¢B) — Sped¢A) provient



d’un homomorphisme d’anneaudk: A — B et f*X N (A" x U’) est le sous-schéma fermé de SiBié;, ..., &n]) défini
par les formes linéaireS; - j, f¥(a,j)&j, 1<i < r. Comme la matricéa; ; € M;(A) est de rang, il en est de méme
de la matrice( f%(a j)) € Mcn(B). Lorsque U parcourt un recouvement ouvert de S, les ouviineside Scontenus
dansf~1(U) recouvrent Set nous avons finalement démontré que le sous-schéma feéxnde A" x S est bien un
sous-espace linéaire de codimensiau-dessus de/S O

(3.3) Essayons de motiver la notion d’espace linéaire relatiflgurevient d’introduire.

1. Sikestun corps et si %= A} = A" x Speck) est un sous-espace linéaire de codimensium-dessus de Spgg,
alors I'ensemble Xk) desk-points de X (cf. partie 1) est un sous-espace vectoriel'ti&) = k" de codimensiom.
En effet, comme Spgk) est réduit a un point, X est de la formé ¥, ;,a;j&j; 1 <i <r)avec(g;) € M (A) une
matrice de rang et

X(k):{)_(ék” ajszo;lgigr}
est le noyau de cette derniere. Réciproquement, si I'ondamt sous-espace vectoriel F B&de codimensiom, on
definit un sous-espace lineéaire X d¢ tel que Xk) = F en posant X=V (¢1,...,¢;), ou ¢1,..., ¢ € K[&1,...,¢&]
sont des formes linéaires engendrant I'annulateur de F.

La correspondance X X(k) établit une bijection entre 'ensemble des sous-espacéaites de codimensian
de A} et 'ensemble des sous-espace vectoriels de codimensiek". Passer d'un sous-espace vectoriel ktiau
sous-espace linéaire X dg! tel que X k) = F revient fondamentalement a remplacer F par son annulaggtfournit
les équationsdéfinissant F.

1<7n

2. Sik est un corpsalgébriqguement clgson peut renforcer ce qui précéde : un sous-espace linéaimadi-
mensionr de A} n'est pas autre chose qu'un sous-schéma fermé réduit Xjddont 'ensemble Xk) desk-
points est un sous-espace vectoriel de codimenside A"(k) = k". Considérons en effet un sous-schéma fermé
réduit X deAy tel que Xk) soit un sous-espace vectoriel de codimensiale k" et choisissons formes linéaires
01 =Yi<j<n@jéj, .-, Or = Y1<j<ndjéj €ngendrant I'annulateur de(K). Comme X est réduit, il découle dull-
stellensatzde Hilbert que I'idéald de X est constitué des polyndmescFk[é&y, ..., &,| tels que Fx) = O pour tout
x € X(k). Un changement de variables linéaire convenable permetgjgoserg; = &1,..., ¢, = &, auquel cagy
est I'idéal des polynémes E€Kk[é, ..., &) tels que KO,...,0,% 11,...,X,) = 0 pour tousx1,...,X, € k; on a donc
J=(&,...,&) = (¢1,...,¢r) puisque le corp& est infini, et X est bien un sous-espace linéaire de codirensie
Ap.

Notons qu'il ne suffitpas de supposer que le corssoit infini pour que tout sous-schéma fermé Afg dont
I'ensemble de&-points est un sous-espace vectoriekllsoit un sous-espace linéaire . Par exemple, I'ensemble
des points réels du sous-schéma fermé X(&;(£2+ 1)) de A2 est le sous-espace vector{@l} x R deR? mais X
n’est pas un sous-espace linéaireAdepuisqueX(C) = {0} x CUC x {+i} n'est pas un sous-espace vectoriel de
C2.

3. Quel que soit le corps on peut caractériser comme suit les sous-espaces liggairmi tous les sous-schémas
fermés deA}.

Proposition 12— Soitk une cloture algébrique de k. Les conditions suivantes équivalentes pour tout sous-
schéma ferm& de A" :

(i) X est un sous-espace linéaire de codimensionr ;

(i) X estgéométriquement rédyite. le schéma @k est réduit, e (k) est un sous-espace vectoriel de codi-
mension r deA"(K) =K.
DémonstrationVu la discussion du point 2, I'assertion (i) équivaut a diree X®kk est un sous-espace linéaire de
codimensiorr deAE et I'implication (i) = (ii) découle immédiatement du lemme 11.

SoitJ l'idéal dek|&y, ..., &) définissant X. Etablir 'implication (ii)= (i) revient & prouver le fait suivant : si l'idéal
Jekkdek[é, ..., & est engendré parformes linéaires indépendantes, il en est de méme poual’idé

Convenons de désigner péi®) la partie homogéne de degiéd’'un polynémef € k[&y,...,&,]. Lensemble F=
{f(l), f € J} est un sous-espace vectoriel d@®;_; k&; et I'on vérifie immédiatement queski k est le souscespace
vectoriel de!, k& constitué des formes linéairdsV, f € J@yk. Par hypothése, l'déal @k est engendré par
formes linéaires indépendantgs, ..., ¢, € k[é1,...,&y]. On voit aisément que ces formes linéaires constituent une
base de Bk, d’ou il découle que Bk est contenu darBxyk puis, en considérant une base de F, que l'idéat k
est engendré parformes linéaires indépendantgs, ..., Y € k[&1,...,&n].



Nous sommes maintenant en mesure de conclure. Désignalt Ipasous-schéma fermé(\y,..., ) de A},
X(k) = Y (k) et donc X et Y ont les mémes points fermés en vertiNdiistellensataie Hilbert. Puisque les points
fermés ded} constituent un sous-ensemble partout dense, X et Y ont leene@isemble sous-jacent. Enfin, ces deux
schémas étant réduits, XY en tant que sous-schémas fermeésigeet X est donc bien un sous-espace linéaire de

codimensiorr. O

4. Soit S un schéma et soit
X—— A"x S

p
l, pr;

S

un sous-espace linéaire de codimensidle morphismep est la restriction & X de la seconde projectior) pPour
tout pointz de S, la fibrep~1(z) de p au-dessus deest le sous-schéma ferméx% Speck (z)) deAz(z) ; c’est un
sous-espace linéaire de codimensiote AQ(Z) en vertu du lemme 11. L'assertion réciproque est fausse ouss

schéma fermé X daZ tel que, pour tout point € X, p~1(z) soit un sous-espace linéaire dg@ de codimensiom,
n'est en générgbasun sous-espace linéaire de codimension

Voici un contre-exemple : étant donné un cokp$ = SpecA) est le spectre de 'anneau-Ak[e] = k[t]/(t?) des
nombres duaux et X est le sous-schéma fermégeléfini par 'idéal(&1,€¢,). Le schéma S est réduit & un point
z, correspondant & l'unique idéal maximeh de A ; 'homomorphisme canonique A k(z) = k envoieg sur 0 et
doncp~1(z) = V(&) est un sous-espace linéaire de codimension uﬁmﬁgzg. Observons toutefois que X n’est pas un

sous-espace linéaire dé : si tel était le cas, XA) serait en effet le noyau d’'une matrice de rarg0 et le A-module
A2?/X(A) serait alors libre de rang(cf. remarque 10); or ¥A) = A(1,0) © A(0,¢) et A%2/X(A) ~ A/Ae ~ k n'est
pas un A-module libre.

5. Sil'on veut caractériser les sous-espaces linéairekeasds d’un schéma S parmi tous les sous-schémas fermés
deA" x S, il ne suffit pas d'imposer que la fibre au-dessus de chaqoezme S soit un sous-espace linéaire au-dessus
du corps résiduet (z) ; il faut en plus imposer que le morphisrpe X — S induit par la seconde projection spiat.

Rappel du cours de Stéphanétant donné un anneau A, un A-module M estptt si le foncteur Mz - de la
catégorie des A-modules dans elle-mémeesgatt i.e. transforme une suite exacte en une suite exacte. Uplmisane
de schémas : X — Y est plat si, pour tout point € X, I’'homomorphisme d’anneaufk; : Oy t(x) — Ox x fait de Ox x
un Oy ¢(x-module plat.

Proposition 13— SoitSun schéma et soX un sous-schéma fermé 48 x S. On désigne par pX — Sle morphisme
induit par la seconde projection et on suppose que ce marghisst localement de présentation finie, i.e. Huest
localement défini par un idéal de type fini.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X est un sous-espace linéaire de codimensionr ;

(i) le morphisme p egilat et, pour tout point £ S, la fibre p1(z) est un sous-espace linéaire de codimension r
deAQ(Z) :

(iii) le morphisme p egtlat a fibresgéométriquement réduitest, pour tout corps algébriguement clos k et tout
morphisme f Speck) — X,

(FX) (k) ={ue X(k) | p(u) = f}
est un sous-espace vectoriel de codimension r'da"fx S)(k) = AR(k) = k".
DémonstrationLes assertions (ii) et (iii) sont équivalentes d'apres tappsition 12.

Limplication (i) = (ii) est facile. Si X est un sous-espace linéairedde< S, alors la fibre dg au-dessus d'un
point zde S est un sous-espace Iinéairem;%z) (lemme 11). Le morphismp est plat : on peut recouvrir S par des
ouverts affines U= SpecA) tels que X1 A" x U s’écrive sous la forme M¢) avec Me M (A) de rangr ; si
Q € GL,(A) est une matrice telle que M& (|r|(*)), Q 1, Q! détermine un automorphismge de A}y tel que le
morphismeAj} — A", composé dé par la projectiorA} — AL~" définie en oubliant les premieres coordonnées,
induise un isomorphisme derXAR surA, " compatible avec les projections vers Si#eg; le morphisme canonique
ALR™" — SpecA) est plat car 'anneau [, . . ., &y—] est un A-module libre, donc plat ; il en découle que le monpleis
p: X — S est plat au-dessus d’ouverts recouvrant S et, puisquatituge est de nature localp est plat.

On admet I'implication (ii)=> (i), qui ne sera pas utilisée dans ce qui suit. O



4. LE FONCTEUR DES POINTS DE LA DROITE PROJECTIVE

Rappelons qui* est par définition le schéma obtenu en recollant deux copies$pecZ[t]) et Us = SpedZ[s])
du plan affineA? le long des ouverts U= SpecZ]t,t1]) et U, = SpedZ[s,s™1]), via I'identitification induite par
l'isomorphismeZ[t,t~1]-=Z[s s!] envoyantt surs.

Nous sommes désormais en mesure de décrire le foncteuridesgiwschém&! = PL : quel que soit le schéma S,
hp1(S) = Homscn(S, P1) s'identifie canoniquement a I'ensemble digsites(= sous-espaces linéaires de codimension
un) deA? x S.

(4.1) Nous commengons par définirdaoite universelld_! dansA? x PL.

Le schémaA? x P! est recouvert par les deux ouverts affing$ x U; = SpedZl[t,&1,&,]) et A2 x Ug =
SpedZ]s, &1, &5)), identifiés le long des ouverts? x U = SpedZ[t,t—1 &, &]) et A2 x UL = Spe€Z]s,s1, &1, &)
via I'isomorphismey deZ[t,t 1, &, &] surZ[s,s 1 &1, &) envoyant surs ! et sur& (L<i < 2).

Vu lidentité x (t& + &) = s71& + & = s71(&1 + s£>), Iisomorphisme de recollement entie x Uj et A2 x UL
identifie les sous-schémas fermégdf + &») et V(&1 + s&2). Ceci permet de donner un sens a la définition suivante.

Définition 14. — La droite universell@u-dessus dB* est I'unique sous-schéma ferméde A? x P* tel que
LYNAZx Uy =V (t& + &) et LYNAZNAZx Us=V (& +5E).

Observons que le sous-schéma ferriée A2 x P! est bien une droite au-dessusRieau sens de la définition car
les matrices

(t 1) e Mo(Z[t]) et (1 s)eMa(Z[s])
sont toutes deux de rang un.

(4.2) Quels que soient le schéma S et le morphigm& — P, le sous-schéma fermiéLY de
(A2 x PY) = (A2 x PY) xp xS=A%x S
est une droite dé2.
Théoréme 14— Pour tout schém#&, I'application
hpt(S) = Homger(S, P) — {droites deA? x S},
f — f*LY
est bijective.

Le point-clef permettant de démontrer ce théoreme esttlsdaiant.

Lemme 16— SoitA un anneau. Deux matrices de rang (m ap), (&) &) € M12(A) définissent le méme sous-
schéma fermé d&3 = SpecA[éy, &,)) si et seulement sha), = & ap.

En outre, si a (resp. a) est inversible, alors’a(resp. §) est inversible.

Démonstration.Les sous-schémas fermés=XV (a;&; + axé&;) et X' = V(aj&; + &é) de AZ sont les mémes si
et seulement si les sous-ensembleg®Xet X'(B) de A% (B) = B2 coincident pour toute A-algébre B, donc si et
seulement si

{(x1,%2) € B? | ayxq + apxo = 0} = {(x1,%2) € B? | a}x1 + axp = 0}
pour toute A-algebre B.

La conditiona;a, = aja, est clairement nécessaire : il suffit d’observer que le @(g), —a;) € A? appartient &
X(A) tandis qu’il appartient & XA) si et seulement s &, = & ay.

Supposons réciproquement que I'oneat), = &, a, et considérons une A-algébre B ainsi qu’un couglex;) € B?
appartenant a §8). La matrice(a; a,) étant de rang un, il existe un coupfie;, up) € A2 tel queaju; + auy = 1
(c’est équivalent) et les deux ouverts principaueD, D(a5) constituent donc un recouvement ouvert de $pget
de Spe¢B) (on omet d’écrire 'lhomomorphisme structural-A B faisant de I'anneau B une A-algébre). On justifie

de maniére similaire que les ouverts principauwaD et D(ay) recouvrent Speé\ ) et Spe¢B).
L'élémenta)x; + a,x, de B est d'image nulle dans chacun des annedax B] et Bja, 1] : en effet,

al(a/lxl + a/2X2) = a./l(a]_X]_ + a2X2)
0



caraa, = ajap et(x1,x2) € X(B); pour les mémes raisons,

ap(ajx+ab%) = ay(arxg+ apXp)
= 0.

. Un élément de B étant nul si et seulement si ses images dapnis'Bet dans Ba, 1] le sont, nous en concluons a la
nullité dea)x; + a,x, = 0 dans B.

Nous avons ainsi établi I'inclusion’¥8) C X(B). L'inclusion réciproque s’obtient de la méme maniére, donc
X(B) = X’(B) pour toute A-algebre B et finalement=xXX'.

Démontrons maintenant la seconde assertion; 88t inversibleg, = a; 'a;a, et donc, en posamt= a; ‘ay,
X(B) = {(x1,%2) € B? | g +ax = 0}, X'(B) = {(x1,%) € B? | & (x +ax,) = O}

pour toute A-algébre B. Comni&,0) ¢ X(B), I'identité X(B) = X'(B) impliquea; # 0 dans B pour toute A-algébre
B ; en particuliera; # 0 dansk (p) pour tout idéal premiep de A. L'élémenta) n'est par conséquent contenu dans
aucun idéal premier de A, ce qui signifie qu'’il est inversible O

Démonstration du théoréme IMous allons procéder en trois étape.

Premiére étape- Soit f : S — P! un morphisme de schémas et soit=Lf*L". Les ouvertsf ~1(U;) et f~1(Us)
recouvrant S, tout poirede S appartient a I'un ou l'autre. 8ic f~1(U;), le morphisme Spég(z)) — U, provient
d’un homomorphisme® : Z[t] — k(2) et L, = V(f*(t)& + &). Size f71(Us), le morphisme naturel provient d’un
homomorphismef® : Z[g — k(z) et L, = V(&1 + f%(s)&2) ; en outre,z appartient alors a l'intersection=1(U;) N
f~1(Us) = (U N Us) si et seulement si lhomomorphisnfé : Z[s] — k(z) se factorise paZ[s,s 1], donc si et
seulement sf’(s) est un élément inversible dgs), auquel cas L= V(f%(s)"1& + &,). Vu la seconde assertion du
lemme précédent, cette discussion prouve que I'ouvertU;) de S est constitué des poirttels que L admette une
équation de la formeaé; + &, aveca € k(2).

Enfin, étant donnés un pointc f~1(U;) et un ouvert affine U= Spe¢A) de S contenaret tel que LN A% x U =
V(a1é1+apé2) avec(a; az) € M12(A) de rang un, I'imagey(z) dea, dans le corps résiduel(z) est inversible en
vertu de l'identité \(f#(t)& + &) = V(a1(2)&1 +ax(2)&>) et de la seconde assertion du lemme précédente. Le point
z appartient par suite a 'ouvert(B,) = SpecA[a,!]) de U et, vu la caractérisation de I'ouvert®(U;), D(ap) C
f~1(U;). Nous avons ainsi établi I'identité

fHUy) = {ze S

z possede un voisinage affine Spettel que
LNAZ =V (agé +aé;) avecap € A~ :
On établit de méme une caractérisation analogué déUs).

Deuxiéme étape- Soient f,g: S — P! deux morphismes tels quE‘LY = g*LY. D’aprés la premiére étape,
f=1(U) = g71(Uy) et f1(Us) = g~(Us). Pour tout ouvert affine W= Spe¢A) contenu dang ~1(Uy) = g~1(Uy),
les morphismes, g : U — U, correspondent a des homomorphisniiegy’ : Z[t] — A et

V()& + &) = FLYNAZ = g'LYNAZ = V(G ()& + &).
En vertu du lemme précédent, il en décoti¢t) = g°(t) et doncfy = gu.
Ceci établit I'injectivité de I'application j1(S) — {droites dang\? x S}, f — f*LY.
Troisieme étape Soit finalement

L~——A2xS
‘/ pr;
S

une droite au-dessus de S. Il existe par hypothése un remoenmt% de S par des ouverts affinestJSpecA)
tels que LN A? x U soit le sous-schéma ferméa1&; + ax&,) de Spe¢A[éy, &;]) défini par une matrice de rang un
(aq a2) € M12(A). Les ouverts principaux () et D(az) recouvrant Spd@ ), un raffinement convenable de notre
recouvement initial nous permet de supposer a chaque feisuqudes deux élémentg, a, est inversible dans A.

Considérons un ouvert & Spec¢A) dans? et choisissons une matrice de rang(ap az) € M12(A) définissant
LNA?x U aveca; € A* ouay € A*. Sia; € AX, on définit un morphismé; : U — Us C P! en considérant I'unique
homomorphisme d’anneawf : Z[) — A envoyants sura; *ay ; on a alors

frLY = f7V(E+58) = V(& +a; tapés) = V(apér +apés) =LNAZx U.



Siaz € A%, on définit un morphismé, : U — U; C P! en considérant I'unique homomorphisme d’anne&inZt] —
A envoyantt sura;a,’; ona

f;Lu = f*V(tf]_—{—Ez) = V(aglalfl‘F EZ) = V(alfl—Fazfz) =L ﬂAZ x U.

Sia; eta, sont tous deux inversibles dang Ales deux morphismef, f,: U — P coincident vu les conditions de
recollement de Uet Us dansP!. Nous avons ainsi défini un morphisnie U — P! tel que L= f*LY.

D’aprés le résultat de I'étape précédente, ce morphismépend que de la droited A2 x U et non du choix de
la matrice(a; ap) la définissant. Le méme argument garantit que les morphigéfess sur deux ouverts, ¥ € %
coincident sur chaque ouvert affine den, donc sur LNV ; ces morphismes se recollent par conséquent en un
morphismef : S— PL. Enfin, f*LY = L car cette identité est vraie au-dessus de chaque ouverfpar définition
méme du morphismé. O

5. LES GRASSMANNIENNES

Ayant décrit le foncteur des points du schéRteen établissant que le coupl?, LY) représente le foncteur
Sch— Ens, S+ {droites dang\? x S},

nous allons maintenant prendre le point de vue opposé etridéante théoréme suivant.
Théoréme 17— Pour tous entiers naturels, navecl <r <n, le foncteur

Gnr : Sch— Ens, S+— {sous-espaces linéaires de codimension Afe S}

est représenté par un coupl€rass;, LHJ) formé d’'un schém&rass, et d’'un sous-espace lineaitg,, de codimen-
sion r deA" x Grasg;.

Le couple Grass,,Ln) est unique a isomorphisme unique pres et le schénaass, est lagrassmannienne des
sous-espaces linéaires de codimenside A".

(5.1) La démonstration du théoréme repose fondamentalemenésor@mes arguments que ceux utilisés dans la
section précédente pour décrire le foncteur des poinig dEn voici le canevas.

1. Nous allons commencer par mettre en évidence certaissfenateurs du foncteur {3 : Sch— Ens et vérifier
qu’ils sont représentables par des espaces affines ; ce desgénéralisations des ouverisat)Us de PL.

2. Nous observerons alors que ces sous-foncteurs founhisatirellement une condition de recollement pour les
espaces affines les représentant.

3. Nous vérifierons enfin que le schéma obtenu par recolledeoés espaces affines (haturellement équipé d’'un
espace linéaire relatif) représente le fonctenr.G

Les principaux énoncés techniques sont rassemblés damaied ci-dessous.
Définition 18 — Soit A un anneau. Pour toute une matridé = (&) € M;n(A) et toute partiel de {1,...,n}
a r éléments, on désigne pd, la matrice carrée de taille r déduite d&l en retirant les colonnes dont I'indice
n'appartient pas d et on pose) (M) = detM,).
Lemme 19— SoitA un anneau et soM = (a;j) € M, (A) une matrice de rang r. Le schérspecA ) est recouvert

par les ouverts principau®(d ), | parcourant 'ensemble des parties a r élémentdde..,n}.
Démonstration(...] O

Lemme 20— SoitA un anneau et soieM = (g;), M’ = (&) € M;n(A) deux matrices de rang r. On pose

L=V ajé;1<i<r| et L' =V aié&;1<i<r|.
<1<§<n 1z :

<Txn

(i) Le schémaSpecA) est recouvert par les ouverts principallX & ), | parcourant 'ensemble des parties a r
éléments dé¢1,...,n}.
(i) SiL =L, alors
d(M)e A = §(M') e AX
pour toute partie a r élémentgde{1,...,n}.
(i) Soitl une partie a r éléments dgl,...,n}. Si§ (M) et §(M’) sont inversibles dan, alorsL =L’ si et
seulement s, M = M| M’



Démonstration(i) Considérons un poirz de Spe¢A) et convenons de noter— a(z) 'homomorphisme canonique
A — K(2). Lafibre L, de L au-dessus du poinest le sous-espace Iinéairemg@ défini par la matrice Ni) = (&;j (2))
de Miy(k(2)), image de M par ’lhomomorphisme canonique,M\) — M, (K (2)). Comme Mz) est par hypothése
de rangr, il existe une partie |1 d¢1,...,n} ar éléments telle que le minedr(M)(z) = §(M(z)) soit un élément
inversible dex(z) et le pointz appartient donc a I'ouvert principal (& (M)).

(i) Supposons que les sous-schémas fermés L’ delA}} coincident et quey (M) soit inversible dans A. Pour
toute A-algebre B, les matrices’Mt Ml‘lM ont le méme noyau dans"Ben particulier, pour tout vecteure B"
tel que Mx =0, x=0six = 0 pour touti € {1,...,n} —I. Appliquant ceci au cas ou B est le corps résdiduel d'un
point de Spe@A), nous en déduisons que la matricg¢ &t d'image inversible dans Mk (z)) pour tout pour tout
ze SpecA) ; on adonay(M)(z) # 0 pour toutz, d’'ot & (M) € A*, et la matrice M est ainsi inversible dans MA).

(iii) Supposons qu'il existe une partie | d&,...,n} ar éléments telle qué (M) et § (M’) soient inversibles dans
A. Pour simplifier les notations,+ {1,...,r} dans ce qui suit.

SiL =L’ les matrices N= M, "M et N' = MflM ont le méme noyau dans"APour tout indicej € {1,...,n} —1

et toutr-upletx € A",
N X6 —e | = 2 Xe— Y Nije,
1<i<r 1<i<r 1<i<r

ou (ey,...,& ) désigne la base canonique d& ®n dispose d’identités analogues pour la matritet®dn en conclut
a I'égalité colonne par colonne des matrices N et N

Réciproquement, si WFM = M{‘lM/, alors L= L' car

L=V(ME) =V (MrlMé) et U=V(ME) =V (M{*M’é) .

(5.2) Passons maintenant a la démonstration du théoréme 17.

Notations— Nous allons considérer I'espace affine de dimensiol¥ muni des coordonnedg, 1 <i <r, 1 <
j <n:V=SpecZéj; 1<i<r, 1<j<nl]). Pourtoute partie | d¢l,...,n} ar éléments, nous désignerons par
V, le sous-schéma dermé Wedéfini par leg? équations

t; =4, 1<i<r jel;

il est canoniquement isomorphe a I'espace affime- r)-dimensionel SpeéZtij ; 1<i <r, je{1,...,n} —1]).
Définition 21 — Etant donnée une partiede {1,...,n} a r éléments, on désigne p@; , le sous-foncteur d&
défini comme suit : pour tout schérﬁm'm(S) est 'ensemble des sous-espaces linédires A" x Sde codimension
r tels que, pour tout point z d8, le sous-espace linéaite, deAQ@ soit défini par une matricé! € Mn(k(2)) avec
& (M) # 0.

De maniére équivalente,'rﬁ(s) est 'ensemble des sous-espaces linéaires A" x S de codimensiom qui,
localement au-dessus de S, sont définis par des matriceMM(A) telles qued (M) € A*.
Premiére étape : représentabilité des foncte@kg. — Fixons une partie | d¢1,...,n} ar éléments. Le sous-schéma
fermé L' de A" x V| défini par les équation§ ;- ;,tjj&j, 1 <i <r est manifestement un sous-espace linéaire de

codimensiorr au-dessus d¥, et L} est un élément de'@(%) puisqued (tij) = 1.
Quel que soit le schéma S, I'application

hv, (S) = Homsen(S, V) — G o(S),  f i fALY!

estbijective

- Injectivité Puisque deux morphismésg : S — V| sont égaux si et seulement s’ils coincident sur chaque buver
affine de S, il est loisible de supposer que S est affine. Un hisme f : Spe¢A) — V, est la méme chose qu’un
homomorphisme d'anneauk’ : Z[t; ; 1 <i <r, je {1,...,n} —1] — A et f*L}' est le sous-espace linéaire de
A défini par la matrice( f*(tij)) € M (A); si deux morphismes,g: S — V, sont tels quef*L{ = g*L}, alors
(f%(tj)) = (g (tij) dans Mn(A) en vertu du point (iii) du lemme précédent et ddne g.

- Surjectivité Soit L € G'm. Le schéma S est recouvert par des ouverts affinesSpecA) tels que LN A" x U =
V(ME) avec M€ My (A) et (M) € AX. Dans ces conditions, A" x U =V (M, *M&) etdonc LN A" x U = fj;LY,
ou fy : U — V, est le morphisme tel qu& : Z[t;; ; 1 <i<r, j€{1,...,n} —I] — A soit 'homomorphisme défini



par
fh(tij) = (|\/||_l|\/|)ij

pour tousi, j. Vu linjectivité des applications§)(-) — G'r,n(-), les différents morphismef; : U — V| que I'on vient
de définir se recollent en un morphisrheS — V, tel que L= f*L}.

Nous venons d’établir que le foncteur'rgest représenté par le schéivig— isomorphe a I'espace affine standard
A=) _ muni du sous-espace linéaire relatjfd A" x V.
Deuxiéme étape : condition de recollement des fonct@{,g,quoient | et J deux parties d4,...,n} ar éléments. Le
produit fibré Gy = G}, x,, Gi,, est par définition le foncteur

Sch—Ens, S {(L,L’) € G1(S) x G/n(S) | Lr =L’ € Gin(9)} = G} n(S) NG} (S).

Le sous-foncteur G’. de C{n est représenté par le sous-schéma ouvgr: V, N D(J(tij)) de V, : en effet, un
morphismef : S — V, se factorise a travers I'immersion 0uve?sfé<—> V) si et seulement si, localement surf3L}'
est défini par une matrice MM, q(A) telle qued;(M) € A*. De méme, le sous-foncteul e Gﬁn est représenté par
le sous-schéma ouvétfﬂJ =V;ND(&) deV,. Dans ces conditions, il existe un et un seul isomorphiciamlc,&/'lJ — V'J
tel queg;Ly =L}

Quelles que soientJ,K des parties d¢1,...,n} ar éléments,

(Qak o ¢IJ)*|—U = ¢|§(¢3kKLlri) = ¢|§L3 =L = ¢iLk

et doncik = ¢k o Pua.
Troisieme étape : représentabilité du fonctey,. Les conditions de recollement mises en évidence a |'étape pr
cédente garantissent I'existence d’'un schéma Grad&n recouvement d'icelui par des ouverts, dinsi que de
morphismesp, : V| — Grassn (I C {1,...,n} et Cardl) =r) qui satisfont aux deux conditions suivantes :

— pour toute partie 1 d¢1,...,n} ar élémentsg, est un isomorphisme sur tJ

— pour toutes partiesd de{1,...,n} ar élémentsg,; = ¢J¢|‘1.

En outre, commepjLYy = L}, il existe un unique sous-schéma fermtéde A" x Grassg, tel que¢ LY = L' pour
toute partie | de{1,...,n} ar éléments. Ce sous-schéma ferméidex Grass,, est manifestement un sous-espace
linéaire de codimensionpuisque tel est par construction le cas au-dessus de chaswuderts Yde Grass,.

Quel que soit le schéma S, I'application
hGrasan(S) — Grp, f— f*LY

esthijective

- Injectivité. Etant donné un morphisme: S — Grassn, les ouvertsf ~1(U;) forment un recouvrement de S. Un
point dez de S appartient & 1U, si et seulement si Iimage du morphisnfig: Spe¢k (z)) — Grassy, obtenu en
composant paf le morphisme canonique Spgecz)) — S, est contenue dans ,\Honc si et seulement si le sous-
esapce linéairdL"Y de AQ@ appartient au sous-ensembl¢,G<(2)) en vertu de la premiére étape. Comiije."
n'est autre que la fibre du sous-espace liné#ite! — A" x S au-dessus du poiatde S, nous en déduisons que les
ouvertsf~1U, de S ne dépendent du morphisthgue par I'intermédiaire du sous-espace linédire" € G, n(S). En
particulier, si deux morphismefs g: S — Grasgy, sont tels quef*LY = g*LY, alorsf ~1U, = g~1U, pour toute partie
I de {1,...,n} ar éléments; vu le résultat de la premiére étafpet g ont la méme restriction & chacun des ouverts
f~lU, =g 1U, et doncf =g.

- Surjectivité.Soit L € G, 1(S) un sous-espace linéaire d€ x S de codimension et soit U= Spe¢A) un ouvert
affine de S tel que DA" x U soit défini par une matrice M M, ,(A) de rang. En vertu du point (i) du lemme , U est
recouvert par les ouverts principauXdM)), | C {1,...,n} avec Cardl) =r. Vu la premiére étape et la définition
du schéma Grags il existe un unique morphism&,; : D(&(M)) — Grassn tel que fj LY =L NA"x D(3(M)).
Les morphismedy : D(&(M)) — Grassg,, se recollent en un morphisnfe S — Grassg,, tel que L= f*L" en vertu
de l'injectivité des applications canoniquesds,(-) — Grn(-)-

(5.3) Explicitons complétement la construction précédente tanas particulier = 1,n =N+ 1 avec Ne N. On
considére I'ensemble @éléments{0,...,N} en lieu et place de I'ensembld, ..., n}, de sorte qué/ est I'espace
affine Spe€Z[to...,tn]) et, pour tout élémeritde{0,...,N}, V; est le sous-schéma fermé défini par I'équatjea 1.
Pour faciliter I'explicitation des conditions de recollent des schémas, il y a intérét a mettre en évidence l'indice
i sur les coordonnées ; nous écrirons dbine= Spe¢Z[t), ..., t4]/(t' — 1)). Le sous-espace linéair¢' de AN* x V;
est le sous-schéma fermé défini par I'équatida+ ... +t{ &y = 0.



Quels que soient j € {0,...,N}, Vij est I'ouvert principal EQtij) de V;. Lisomorphismeg;; :Vij — Vij provient
de l'identification des sous-espaces Iinégir{é&LV(t{,Eo+ - %tquN) et ¢ LY = V(¢ ()& + ...+ /) (th)&n) de
AN“ X V,’ Par construction, les matricég, ... ty) et(¢/(t)) ... @;i(t3)) sont normalisées de telle sorte que
t = ¢ﬁj (t J-’) = 1. L'égalité des sous-espaces linéaires équivaut par&litentité matricielle

($51) - 65 E)) = () ™ ... () ')
et doncg;; est 'isomorphisme défini par les conditions suivantes :
¢;(t) = (t) ™Y, pourtouta € {0,...,N}.

Définition 22 — Quel que soit le nombre entier natufd| le schémaGrass n.1 est I'espace projectifle dimension
N, usuellement not@N.

Quels que soient le corpgs les coordonnées homogéndiin point z de P"(k) sont les matricesty ... ty) €
M1 n+1(K) de rang un (c’est-a-dire non identiquement nulles) défniske sous-espace linéaire dieA’lz‘”.

Remarque 23.En vertu de la discussion du point (3.3), 1, I'enseniBlék) des points de I'espace projecBlN a
valeurs dans un corgss’identifient naturellement auxyperplansvectoriel dekN+2,

6. COMPLEMENTS

(6.1) Etant donné un schéma S, Iesctionsde la seconde projectioh” x S— S correspondent biunivoquement
aux morphismes de S daad, c’est-a-dire awn-uplets d’éléments dE(S, Os). SiL — A" x S est un sous-espace
linéaire, on convient de désigner pas(lS) I'ensemble des sections du morphismeL — S induit par la seconde
projectionA" x S— S; c’est naturellement un sous-ensemblé (& Os)".

Remarque 24.La notation L (S) signale que I'on ne considére que les sections du morphisrhe— S, c’est-a-dire
les morphismes: S— L tels quepo s= ids, et hon tous les morphismes de S dans L.

Lemme 25— SoitA un anneau et soit — AR un sous-espace linéaire de codimension r.

1. L’ensembleLs(A) est un sougx-module deA" et, pour tout fe A, l'application canoniquelLy(A) —
Lo(A[f~1]) induit un isomorphisme d&[f~1]-modules entré s (A)[f 1] etLgs(A[f1)).

2. LesA-moduled_;(A) etA"/Ls(A) sont localement libres de rangs respectifs net r.

2. Etant donnés deux sous-espaces linéairels’ de A}, L =L’ si et seulement gi(A) = L(A).
Démonstration.l. Il s’agit tout d’abord de vérifier que, pour toutes sedisrs € Ls(A) et tout élément de A,
la sections+ as de A} se factorise a travers immersion fermée-t Aj. Cette question est de nature locale sur
SpecA) : il suffit en effet de prouver que ceci est vrai au-dessus dewdes ouverts d’'un recouvement de $pgc
En se localisant sur Spgk), nous pouvons supposer que L est défini par une matrice W} ,(A) de rangr :
L =V(M¢E), auquel cas

Lo(A) ={(X,...,%) € A" | Mx= 0}

est manifestement un sous-A-module de A

Soit f € A. Lhomomorphisme de restriction J(A) — L (A[f~]) est A-linéaire et induit donc un [A~1]-
homomorphisme k(A)[f~1] — Ls(A[f~1]). Linjectivité est immédiate : si deux sectioss € L (A) coincident
au-dessus de l'ouvert (@) de Spe€A), elles coincident en tant que sections Afg au-dessus de @); sets
correspondent ainsi a deux éléments deafant la méme image dang #x1]", ce qui signifie qu'il existen € N
tel que fMs= f™Mg et doncs= ¢ dans Ls(A)[f~1]). Pour établir la surjectivité, il faut vérifier que toute tea
s€ Lg(A[f~1)) s’écrit sous la formd M avecse L,(A) etme N ou, ce qui revient au méme, qu'il existec N tel
que fMs se prolonge en une section de L au-dessus de(8pe€Comme Spe@ ) est quasi-compact, il suffit de véri-
fier que I'on peut recouvrir Spé8) par des ouverts U tels que la sectififs de L au-dessus de@D( f) se prolonge
en une section de L au-dessus de U pour un certain entieN dépendant de U. En vertu de cette observation, nous
pouvons donc supposer que I'on aLV(M¢&) avec Me M,(A), auquel cas la sectiaicorrespond a un élément
de A[f 1" tel que Mx = 0. Il existe un entiem € N tel quef™x € A" et, comme Mf™x) = f™Mx = 0 dans Af 1],
il existe également un entier’ € N tel que M f™™x) = f™™Mx = 0 dans A, ce qui signifie précisémefit™s
se prolonge en une section de L au-dessus de(8pec

2. Si L=V (M) avec Me My(A) de rangr, alors Ls(A) (resp. A'/Ls(A)) est le noyau (resp. I'image) de
I'application linéaire M : A' — A'. Il existe par définition des matricesFGL,; (A) et Qe GL,(A) telles que PMQ=



(I](0)) ; on adonc A/Ls(A) = A" et Ls(A) = Q({0} x A" "), ce qui prouve que ces deux A-modules sont libres,
de rangs respectifsetn—r.

En général, on peut recouvrir S§ég par des ouverts principaux(D) tels que LN A" x D(f) soit défini par une
matrice de rang dans Mn(A[f~1]). Comme lg(A[f~1]) = Lo(A)[f 1], les Alf~1-modules localisés &(A)[f ]
et (A"/Lo(A))[f 1 =A[f1"/Ls(A)[f ] sont libres en vertu de ce que I'on vient de voir ; les A-moslilg(A)
et A"/Ls(A) sont donc localement libres, de rangs respeatis etr.

3. Soient L et  deux sous-espaces linéairesAdede codimensiom tels que ls(A) = L (A).

SiL et L' sont définis par des matrices, M’ € M, (A) de rangr, il existe en vertu du point précédent une matrice
Qe GLy(A) telle que Ly(A) =L, (A) =Q({0} x A""), de sorte que les matrices MQ et@laient le méme noyau
{0} x A™". Dans ces conditions, M& P(I;|(0)) et MQ = P'(I,|(0)) avec RP' € GL,(A) convenables et donc
PM = PM’. Les matrices M et PM (resp.Mt PM’) définissant les mémes sous-espaces linéairéf\cde = L'.

En général, I'existence de telles matrices n’est garantigpges localisation sur Spgk). Toutefois, vu I'assertion
2, I'égalité Ly(A) = Lo(A’) implique Ly (A[f~1]) = L, (A[f~1]) pour tout élémenf de A donc L= L’ au-dessus de
chaque ouvert d’'un recouvrement convenable de @pecomme deux sous-schémas fermégé\fe= A" x SpecA)
coincident si et seulement s'ils coincident localemenSpec¢A ), nous pouvons en conclure a I'égalité1l’. O

Pour tout anneau A, Leg désigne le foncteur

Sch— Ens, A {(Q, a)

Q est un A-module localement libre de rang isom
etq: A" — Q est un A-épimorphisme ’

ou (Q,q) et(Q',d) sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme A-linégir Q' — Q tel queq = qo ¢.
Proposition 26— Le morphisme de foncteuls: G;, — Loc;, défini pour tout anneai par
A(A):Gip(A) — Locin(A), L—A"/Lg(A),

est un isomorphisme.
Démonstrationll faut vérifier que, pour tout anneau A, I'applicatidr{A) est bijective.

Si L et L’ sont deux sous-espaces linéairesAdetels que les A-modules KL (A) et A"/L);(A) soient iso-
morphes en tant que quotients d& Alors Ls;(A) = L/;(A) et donc L= L' d’apres I'assertion 3 du lemme précédent.
L'application A (A) est donc injective.

Soit Q un A-module libre de ranget soitg: A" — Q un A-épimorphisme. Ayant choisi un isomorphisme A-
linéaire¢ : Q ~ A", on obtient donc une application A-linéaire surjective=Mp oq: A" — A'. La matrice M est de
rangr : il existe en effet une matrice ®GL, (A) telle que PM= (I;|(x)) puis le pivot de Gauss sur les colonnes de
M fournit alors une matrice @ GLy(A) telle que PMQ= (I;|(0)). Enfin, le sous-espace linéaireLV(M¢&) de A}
est envoyé sufQ,q) par I'applicationA (A) puisque lg(A) = ker(q).

Considérons finalement un A-module localement libre de regun A-épimorphismey : A" — Q. Pour tout
f € A tel que Qua A[f~Y] = Q[f~1] soit un A'f~1]-module libre, il existe un unique sous-espace linéairedé
A" x D(f) tel que Lt o (A[f 1)) = ker(g)[f ~1]. Fixons un recouvrement de SgAg par des ouverts principaux(b),

f ¢ .Z, tels que Qf ~1] soit un A/f~1]-module libre. Les sous-espaces linéairesde A" x D(f) se recollent en un
sous-espace linéaire L de&' x SpecA) tel que Ly (A)[f~Y = Lo (A[f~1]) = ker(q)[f 1] pour toutf € .#, donc tel
que Ly (A) =ker(q) ; finalementg : A" — Q induit un isomorphisme AL ;(A)=Q et(Q,q) est donc 'image de L
parA (A). Ceci achéve la démonstration de la proposition. O

(6.2) Etant donné un schéma S, nous avons défini les sous-espa&ee de codimensiorde A" x S comme les
sous-schémas fermés 4& x S que I'on peutjocalementsur S, définir par formes linéaires indépendantes. Méme
lorsque S= SpedA) est un schéma affine, il n’est en général pas possible diegigen sous-espace linéaire soit
globalement défini par formes linéaires indépendantes et il est nécessaire diset@ se localiser sur Sp&y) ;
c’est ce que nous allons voir maintenant.

Proposition 27— SoitA un anneau. Les deux conditions suivantes sont équivalpotestout sous-espace linéaire
L deA} de codimensionr :

1. il existe une matric! € M, (A) de rang r définissari, i.e. telle queL =V(M&) ;

2. leA-moduleA™/L(A) est libre. B
DémonstrationSi le A-module A'/Ls(A) est libre, L=V (M&) avec Me M, (A) la matrice de rang associée au
choix d’'un isomorphisme A-linéaire L ,(A) ~ A" (cf. la démonstration de la proposition précédente).

Réciproquement, si & V(M¢&) avec Me My(A) de rangr, alors I'application A-linéaire M : A— A" induit un
isomorphisme A-lingaire /L ;(A) ~ A" et le A-module A/L(A) est donc libre. ]



Il est maintenant aisé de donner un exemple d’anneau A etuseespace linéaire L d&) ne pouvant s’écrire sous
la forme V(M¢&) avec une matrice Mt M, (A) de rangr : il suffit d'exhiber un anneau A et un quotient localement
libre mais non libre de rangdu A-module A

\oici un exemple avea = 2 etr = 1. On désigne pa% une racine carrée de5 et on pose A= Z[J] ; on rappelle
que la norme d’un élémeat= u+ Sv de A est le nombre entier nature(&) = u?+ 5v2. L'idéal a de A engendré par
2 et 14+ 3 n’est pas principal car il existerait sinon un élémantbd de A de norme Ku) = pgcdN(2),N(1+3)) =
pgcd4,6) = 2, ce qui n'est manifestement pas le cas. On a évidemnjgnt] = A[271] et, en vertu de la relation
23=(1+9)(1—-9),a[37Y = (14+9)A[371]; comme les ouverts principaux(R) et D(3) recouvrent Spgé ), ceci
montre que le A-modula est localement libre de rang un. Par définitiargst I'image de I'application A-linéaire
AZ A, (&1,&) — 281+ (1+9)&,. Le sous-schéma fermé;l= V(281 + (1+3)&,,381+ (1— 9)&2) deAZ estun
sous-espace linéaire de codimension 1 tel g8 A(A) ~ a; en vertu de la proposition précédente, il ne peut donc
pas se définir par une seule équation linéaire.

Remarques 28.1. Si A est un anneaprincipal, tout A-module localement libre de type fini est libre. Il eécdule
que I'ensemble &, (A) des A-points du schéma Grags'identifie naturellement aux quotients libres de rardy
A-module A" modulo isomorphisme, c’est-a-dire au quotient de I'enderdbs matrices M: M, ,(A) de rangr par
I'action naturelle du groupe GIA). En particulier : une matrice de rang undM n1(A) estla méme chose qu’un
(N + 1)-uplet d’éléments de A engendrant A et 'applicatioN& — G n(A), (ag,...,an) — V(aéo + ... +anén)
induit donc une bijection
En(A)/A*SPY(A),

ou Ey(A) désigne I'ensemble désl + 1)-uplets d’éléments de A engendrant A.

Exemple PN(Z) est le quotient de I'ensemble d@$ -+ 1)-uplets d’entiers premier entre eux par I'action diagonale
deZ* = {£1}.

2. Mentionnons également le fait suivant : quels que so&nbtpsk et I'entier natureh > 0, tout module locale-
ment libre de type fini sur 'anneau de polyndnkds, .. .,tn] est libre (Théoréme de Quillen-Suslin, 1976).

(6.2) Le morphisme de Plicker [...].
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