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Espaces et applications affines

Convention : étant donné un espace affihde direction vectorielle/ = 7, lesvecteursseront notés en gras :
v e V. Sip gsontdeux points d€, on noterapq l'unique vecteur dé&/ tel que g= p+ pg.

Exercice 2.—

Chagque droite D d&3 passant par l'origine et non contenue dans le paod@pe le plan Pen un unique
point (D) et I'applicationrt: P* — P; ainsi définie est manifestement une bijection. Le plae$# un sous-
espace affine d&2 de direction B; la bijection 7 permet d’en déduire une structure d’espace affin@®sugue
I'on peut décrire ainsi : si € Py et si De P* est la droite passant par O et le pointdWP;, D + v est la droite
passant par O et le point Mv.

Soit S la sphére unité d&? et soit P~ le point (0,0, —1). L'application associant & tout point Q de-§P_}
'unique point intersectiorp(Q) de la droite(P~Q) avec S- {P~} réalise une bijection de S{P~} sur R.
L'ensembleP* s’identifie donc naturellement au complémentaire d'un psim la sphére S.

Exercice 3.—
a) Supposons qué admette un point fixe € X. Quel que soit le poinp € X, f(p) = f(0) +L¢(op) =
0+ L¢(op) et f(p) = psi et seulement si {{op) = op. L'application

Ker(Lt —idy) — Xf, V—0+V

est donc une bijection etpéest ainsi un sous-espace affine de X, de directioriliker idy ).

b) Soit D une droite affine et soft: D — D une application affine. Si admet au moins deux points fixes,
il découle de la question précédente que le ligudes points fixes dd est un sous-espace affine de D de
dimension supérieure ou égale a un; comme D est de dimensjdx &= D et f est donc l'identité.

c)

Les vecteursl etu’ n'étant pas colinéaires, ils constituent une base de Itespactoriel V= P etil existe
une unique application linéaire de V dans V telle que)L= u et L(u’) = 0. L'application f : P — P étant
définie par la formule

f(M)=0+L(OM)
pour tout point M de X, il s’agit bien d’'une application affident L est I'application linéaire associée.

Le noyau de I'application linéaire L est la droite vectdaéku’ ; commef (O) = O, il découle de la question

a) que I'ensemble des points fixesplest le sous-espace affinetfdRu’, c’est-a-dire la droite affine passant par



O et de vecteur directewr. On constate sur cet exemple qu’une application affine denP Eaeut avoir deux
points fixes sans pour autant étre 'identité ; comme P estrdertssiondeux le critere devient : une application
affine de P dans P est I'identité si et seulement si elle admist points fixesnon alignés(c’est-a-dire non
contenus dans un sous-espace affine strict).

d)

On vérifie immédiatement qugA) = B eth(B) = A, de sorte qud (A) = A et f(B) = B. Commef est une
application affinef transforme la droit¢ AB) en la droite(f(A)f(B)) = (AB); la restriction def a la droite
(AB) est par conséquent une application affine(8B) dans(AB) et, cette derniére fixant les deux points
distincts A et B, c’est I'identité déAB).

Soith’ la projection sur la droitéAB) parallelement a la droiteAC). On vérifie immédiatement queéC) =
Betf(C)=A, desorte qud (A) =H(A), f(B)=h(B) et f(C)=Hh(C). On en conclut tout de suite a I'égalité
f = h' puisque les points non alignés B et C constituent une base affine du plan P.

Exercice 4.— Soit X un espace affine réel de direction V et spit X — X une application affine.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(|) UZZUOU:idx;
(i) o admet un point fixe et} = LyoLy = idy.
Limplication (ii) = (i) est immédiate : étant donné un point X tel queo (o) = o,
o’(p) = 0%(0)+Lgz(0p)
o-+L2(op)
o+op=p
pour tout pointp de X et donas? = id.
Réciproquement, &2 = idy, alors LyoL s = Lgog = idy et il reste & vérifier que admet un point fixe. Etant
donné un pointnde X, o transforme le segmefihg (m)] en lui-méme puisque ([ma(m)]) = [a(m)o?(m)] =
[o(m)m] = [mo(m)]; o fixe alors nécessairement le miliei= m+ 3mo(m) de ce segment car

om) = o(m)+ %G(m)az(m)

= om+ %G(m)m

= m+mo(m)— %ma(m) =m+ %mo(m) =m.

L'équivalence des deux conditions qui précédent raméentassification des symétries affingsde X a la
classification des symétries vectorielles de V esquissée dans I'exercice 6 de la premiére feuille di@es :
I'espace vectoriel V est la somme directe de deux sous-espagstables [ = Ker(Lys —idy) et V_ =
Ker(Ls +idy) (V. Vu la premiére question de I'exercice 3, 'ensemblg des points fixes de est un sous-
espace affine de direction,VI'application linéaire lg associe a un vectenr=v, +v_,v, €V, v_eV—,
le vecteuv, —v_ et o est la symétrie par rapport au sous-espace affippafallelement a V : quel que soit
le pointp de X, o(p) est le symétrique dp par rapport au poinp.., projeté dep sur X, parallelement a V;
de maniére équivalente;(p) est I'unique point de X satisfaisant aux deux conditionsanties :

- p+3pa(p) € Xo;

- po(p)eV-_.

(1)’existence de cette décomposition découle trivialemeriadiiagonalisabilité de tout endomorphismege V tel quev? = idy



Classification des symétries en dimens2oiBupposons que X soit de dimension 2 et goitne symétrie de
X.
— Si X est de dimension 0, Xest réduit a un poin et o est la symétrie de centre:

o(p) =o0—op.

— Si X, est de dimension 1, B: X, est une droite etr est la symétrie d’axe D parallélement a la droite
vectorielle KefLy +idy).
— Si X, est de dimension 27 = idy.
Classification des symétries en dimensdoisupposons que X soit de dimension 3 et suiine symétrie de
X.
— Si Xg est de dimension 0, Xest réduit & un poin et o est la symétrie de centre:

o(p) =0—op.

— Si X est de dimension 1, Xest une droite edr est la symétrie d’axe Xparallélement au plan vectoriel
Ker(Lg + Idv)

— Si Xy est de dimension 2, Xest un plan et est la symétrie par rapport aparallelement a la droite
vectorielle KefLy +idy).

— Si X, est de dimension 37 = idy.

Exercice 5— Soit X un espace affine réel et soigmt ..., p, n points distincts de X. Il s’agit de savoir sil'on
peut construire un polygornn, ..., my) tel que les pointgy, ..., p, soient les milieux de ses c6tés.

Commencons par une observation prolongeant I'exerciceégeit.Une application affineo : X — X est
une symétrie centrale si et seulemerit gi= —idy .

Si o est une symétrie centrale, dingX%= 0, la direction KefL, —idy) de X, est le sous-espace nul de V et
donc V= Ker(Ly +idy), i.e. Ly = —idy. Réciproquement, il s’agit de justifier que toute applwataffinec
telle que Ly = —idy admet un point fixe. Quel que soit en effet le parde X, le milieud = o+ %oa(o) du
segmentfoo(0)] est un point fixe de car

1 1 1 1 1
o(d)=0o(0)+ éLa(oa(o)) =0(0)— Eoo(o) =0(0)—00(0)+ Eoo(o) =0(0)+ 000+ Eoo(o) =0+ Eoo(o).
Conséquence immeédiate : commgd= L oL4 pour toutes applications affinds g: X — X, la composée
d’'un nombreimpairede symétries centrales est encore une symétrie centrale.
La composée d'un nombpair de symétries centrales est une application affine d’apfitdinéaire asso-
ciée id;, c'est-a-dire une translation.

Venons-en au probléme qui nous intéresse. 8ol symétrie de centrg; (1 < i < n). Etant donné un
point 1y dans X, on définit des points,..., 7, comme suit : pour tout € {1,...,n— 1}, 151 = Gi(T%).
Par constructionp; est le milieu du segmerjtgr, 1] (1 <i < n-—1) et les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

— il existe des pointsy, ..., m, tels quep; soit le milieu demym; 1] (1 <i < n-—1) etp, soit le milieu du

segmenfm,my| ;

— il existe un pointg € X tel queoyo...001(T) = T5.

En effet, la seconde condition est équivalente au faitjsoit le milieu du segments, 7z .



Lorsquen est impair, I'application affines, o ... o g1 est une symétrie centrale en vertu de la discussion
ci-dessus ; elle admet donc un unique point fixeet les pointsny, o1(m),...,0n-10...001(my) constituent
I'unique solution au probléme envisagé.

Lorsquen est pair, I'application affingy, o ... o 01 est une translation et elle admet un point fixe si et seule-
ment si c’est l'identité, c'est-a-dire si et seulementsi= g,_10...00; (car aﬁ = idx). Il en découle que le
probléme considéré admet une solution si et seulemeany si g, _;0...001, auquel cas il existe en réalité
une infinité de solutions : quel que soit en effet le pamte X, les pointam, o1(m),...,0n_10...001(mM)
définissent un polygone dont I@ssont les milieux des cétés.

Il convient d’observer que la conditiasy, = 0,1 0 ... 0 01 équivaut a la conditiom,_; o...0 01(pn) = pn.

En effet, commen est pair,o,_10...0 071 €st une symétrie centrale et il s’agit dgsi et seulement si le point
pn est fixe. Nous en déduisons une méthode permettant d’ohteaiconfiguratioq p, ..., pn} pour laquelle

le probléme étudié ait une solution : il suffit de fixer les p®imy, ..., pn_1 et de prendre pouyp, le centre de
la symétrie centrale,_10...007.
lllustrations.

Cas n= 3. Quels que soient les points distingts py, ps, il existe un unique trianglémy, my, mg) dont
P1, P2, Ps soient les milieux des cotés. Pour le construire, il suffiddeerminer le centrey de la symétrie
centralegs o 02 0 01 — qui n’est autre que le milieu du segmépios o 02(p1)] — et de posem, = 01(my),
mg = 02(My).

Cas n=4. Quatre points distincts;, p2, p3 et ps sont les milieux des cdtés d’'un quadrilatére si et seulement
Si ps est le centre de la symétrig o 0, 0 01. Posongy; = 02(p1) et pj = o3(p}) ; le centre degzo 00 07 est
le milieu du segmenitp; py]. Puisqueps est, par construction, le milieu du segmépitp/], les droites(p;pz)
et (psp;) sont paralléles en vertu du théoréme de Thalés. En utilledfait que p, est le milieu du segment
[p1p}], il découle également du théoréme de Thalés que les d(qips) et (p1p;) sont paralléles et nous en
concluons qugy est le centre de la symétrig o 0, 0 01 Si et seulement si le quadrilatéfp, p2, ps, p4) est un
parallélogramme.

Exercice 6.— Soit X un espace affine réel de dimension finie et soit V satine.
1. Une application affind : X — X transforme toute droite en une droite paralléle si et seald si I'appli-
cation linéaire associéeslest unehomothétiede rapport non nul.



— Supposond (D) || D pour toute droite D de X. Fixons un pointdans X et une base, ..., e, de V.
Commef(o+Rv) = f(0)+RL¢(v) pour tout vecteur non nu € V, il existe des nombres réels non nuls

P1,...,Pn €tp tels que

Li(e1) =p1€r, ..., Li(€n) = pnén, Li(er+...+&n) =p(er+...+6&n);
on a alors
pieL+...+pPnen=p(e1+...+ &),
doncp; = ... = pp = p et finalement I = pidy.

— Supposons réciproqguement que=t pidy soit une homothétie de rapp@t 0. Toute droite D de X est
de laforme D=0+ Rv avecoc X,ve Vet f(D) = f(0) + RL¢(v) = f(0) + Rpv = f(0) +Rv est une
droite paralléle a D.

Remarque : I'argument utilisé dans la premiére partie dedanstration ci-dessus prouve qu’une bijection
affine f: X — X transforme toute droite en une droite paralléle si et sedetrs’il existe une base affine
{Po;-...pn} deX telle que {pip;) || (pipj) pour tous iz j.

2. LensemblesZ des bijections affine$ de X telles que k soit une homothétie de rapport non nul est un
sous-groupe du groupe affine GA) car Li.g=Lfolget L;l = L1 pour tousf, g € GA(X). Noter ques#
contient les translations, qui sont les bijections affihéslles que L = idy.

3. Supposons que X soit de dimension 1; comme tout autonsonehil’'un espace vectoriel de dimension 1
est une homothétie” = GA(X).

Description explicite : sb est un point de X e¢ est un vecteur non nul de V, tout poiptde X s’écrit d'une
maniére et d'une seule sous la forme- o+ AeavecA € R et

f(p) = f(0)+pAe=0+(Ao+pA)e
pour toute bijection affind € 77 telle que Ly = pidy, p € R.q.

4. Soith € 27 — {idy } et soitp € R — {0} tel que Ly = pidy . Etant donné un poirddans X tel quéx(0) # o,
h admet un point fixe si et seulement s'il existe un vectearV tel queh(o+v) = 0+ v, c'est-a-dire tel que

h(o) +pv=0+V.
Ecrivanth(o) sous la formev + oh(0), cette derniére condition est équivalente a la suivante :

(1—p)v=oh(o).
Commeoh(o) # 0 par hypothése, il existe un tel vecteusi et seulement o # 1, et ce vecteur est alors
unique. Nous en concluons gbh@dmet un point fixe si et seulemenfgsiz 1 ; en outre, sp # 1, h posséde un
uniquepoint fixe : c’est le point
i h(o)
o+ 1_po )
o désignant un point quelconque de X.
Notons la conséquence suivante : un élénhetd 57 est
— soit I'identité idx,
— soit une translation de vecteur non-nul, gi=tidy eth # idy,
— soit une homothétie de rappeftl, si Ly, = pidy avecp # 1.
Ces trois cas peuvent se distinguer en termes de I'ensemldes<points fixes db : X = X dans le premier
cas, % = 0 dans le deuxiéme etg¥est réduit a un point (leentrede h) dans le dernier cas.

5. Il est clair que les translations (resp. les homothétesnéme centre) commutent entre elles et nous
allons voir que ce sont les seuls cas. Vu la classificatioret#gsents de” que I'on vient de décrire, il suffit
de vérifier qu'une translationde vecteur non-nuw et une homothétié de centreo et de rapporp # 1 ne
commutent pas. Onto h(o) =t(0) = 0+ v tandis quéhot(o) = h(o+Vv) = h(0) + Ln(v) = 0+ pv; comme
v#0etp#1,pv#vetdonctoh(o) #hot(0).

6. Soient AB et C trois points alignés distincts. Il existe un scaldire R — {0,1} tel queAC = AAB et
I'hnomothétieh de centre A et de rappoit est telle quén(A) = A, h(B) = C. L'unicité deh estimmédiate : si
h est un autre élémen¥ tel quel’(A) = Aeth'(B) = C, alorsh™ ol est un élément de# fixant A et B, ce
qui impliqgueh~t ol = idyx et donch’ = h.



7. Pour cette question, nous nous plagons dans le plan(Xdim 2. Les points A B, C d'une part et
A’, B’, C' d'autre part n'étant pas aligné&i,B,C) et (A’,B’,C’) sont deux bases affines de X et il existe
une unique bijection affind: X — X telle queh(A) = A’, h(B) = B’ eth(C) = C'. Comme(A'B’) || (AB),
(A'C) || (AC) et (B'C') || (BC) par hypotheseh transforme toute droite de X en une droite paralléle (voir la
remarque concluant la question 1) et ddnest soit une translation, soit une homothétie (leltasidyx est
exclu par I'hypothese que les trianglesBC) et (A’B’'C’) n’aient pas de sommet commun.)

Dans le premier cas, le centre dappartient & chacune des droitédeA\’), (BB') et (CC'); elles sont donc
concourantes.

Dans le second cas, biest une translation de vecteur(hon-nul puisqueh # idy), Rv est la direction
commune des droit§®A’), (BB’) et (CC); elles sont donc paralleles.

Exercice 7.— 1) Quel que soit le poinnde &, les points | m, h(m) sont alignés en vertu de l'identité
h(m) =1+ plm.
Si le produitpp’ des rapports des deux homothétiesth’ est distinct de 1hoh' est une homothétie puisque
c’est un élément dg# d’application linéaire associggp’idy. Son centrel est caractérisé par la condition
I” = hoh (")
= h(I'+pl'l")
= h(l")+pp'1""
= I+pll’+pp'l'l";
en écrivant’l sous la forme”l =1+ 11", cette condition est équivalente a I'égalité vectorielle
(1-pp" " =p@a—-p"HN’,
laquelle détermine complétement le poitiplisquepop’ # 1 :

I//_

Construction de” :

2) Quel que soit le pointh appartenant au cerci€ de centrec et de rayon R,
(h(©)h(m)[h(c)h(m)) = (pem|pcm) = p?(cmlcm) = p?R?
et le pointh(m) appartient donc au cerce’ de centreh(c) et de rayorip|R : h(¢) C ¢”. Appliquant le méme
raisonnement & 'homothétte 2, il vient h=1(¢”) c ¢ et doncs” = h(h=1(¢")) C h(%), d’'ouh(¥¢) = ¢".
Soient%, ¢’ deux cercles de centres ¢’ et de rayons distincts R,’RUne homothétieh de rapportp

transforme#” en%” si et seulement $i(c) = ¢ et|p|R=R’; comme R£ R/, il existe exactement deux telles
homothéties h*, de rapport, eth~, de rapport-&.



Il est aisé de construire les centreéset I~ de ces homothéties une fois que I'on a observé que les poatts
¢’ se trouvent du méme c6té dedur la droite reliant,c’, 1™ et I~ tandis qu'’ils sont de part et d’autre du point
I~

3)

L'application linéaire associée & la bijection affme hj ohy oh; estRidy o (_g_gidv> o (—E—iidv) —idy;
il s'agit donc d’'une translation. Comme, en outneapplique le cercle Csur lui-méme, le centre, de G est
un point fixe deh et donch = idx. On en déduit I'identitéh; ohy = (h])~%, qui montre que le membre de
gauche est une homothétie de cenfret il découle alors de la question 1) que le poinekt alignés avec les
centres J et |; des homothétieb; eth;.

Un raisonnement analogue a partir de la bijection affifie h] oh permet d’établir que les pointg | I
et I sont alignés.

Exercice 8.—

Premiére étape- Puisque J est le milieu des segmgBB| et [AS], B (resp.B) est 'image de D (resp. A) par
I'homothétie de centre J et de rapperl et les droitegBf3), (AD) sont donc paralléles (c’est le théoreme de
Thalés...). De méme, puisque K est le milieu des segni@€ftet [Aa], les droiteAF) et (aC) sont paralleles
et,commegAD) = (AF), les droitegBf3), (aC) et (AD) sont donc paralléles.

On démontre de méme que les droite$), (BD) et (AC) sont paralléles.



Deuxiéme étape- Commeh,(C) = D, hy(aC) est la droite paralléle &xrC) passant par D, soitAD) =
(AF); commeh; (F) = B, h;(AD) est la droite parallele BAC) passant par B, soi{3B). Nous obtenons ainsi
que I'homothétieh; o hy transforme la droit¢aC) en la droite(3B).

Par un raisonnement analogue, on vérifie que 'hnomotheétieh; transforme la droitdaF) en la droite
(BD).

Troisieme et derniere étape.Puisquen; eth, sont deux homothéties de méme centre E, elles commutent :
hi ohy = hyohy. Posant! = hy o hy = hy o hg, nous avons prouvél! (aC) = (BB) eth/(aF) = (BD).

Observons que les points C et F ne sont pas alignés : le milieu K [@&F] appartiendrait sinon &F), puis
A € (CF) puisque K est également le milieu ffa], et il en découlerait que les quatre points®@, D et F
seraient alignés, en contradiction avec les hypothéseédramkcé. Le pointr est par conséquent I'unique point
d'intersection des droite@ C) et (aF), ce qui entraine que(a) est I'unique point d’intersection des droites
(BB) et(BD); on adondY(a) = B. Lhomothétieh' étant centrée au point E, cela établit que les pointa E
et B sont alignés.

Nous pouvons maintenant conclure. Par hypothése,H), B = h(J) eta = h(K) ; les points E o et 8
étant alignés, il en est de méme des pointsét K.




