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Fiche 5 : corrigé

Les dessins sont laissés au soin du lecteur...

Exercice 1.1) SiG = {Idg}, alors le résultat est vrai (avec= 1). On peut donc suppose&r# {ldg}; G\ {ldeg}
est alors fini, non vide, donc il existe un unique plus peét £<]0, 2] tel queRg € G.

Soitn le plus petit entier naturel tel querX< nd. On a0< nd — 2 < 9, etR5—; = Ry = (Rg)" € G, donc
0=nd — 2mrpar choix ded. Doncd = 27” etén =< Ry >CG.

Réciproquement, sog; € G\ {Ide }, avecd’ €]0, 21, et soitple plus grand entier naturel tel queQ$’ — pd.
Ona0< ¥’ - pd < d etRyg—5 = Ry7(Ry) P € G, donc 0= &' — pd par choix ded. On en déduit quisr =
(Rg)P € n, d'ou finalemenG = %.

2)2.1. Soitge G. Sige O*(E), alorsge H. Sige O™ (E), alorsgos€ O*(E), doncgos€ H etg= (gos)ose
Hos.

2.2. On aHN.¥ = {ldg}. Cette remarque et la question 2.1 montrent que tout élédegtc G s’écrit de
maniere unigueomme une composé&p= ho g, avech € H et o € .. Lesensembles k. et G sont donc en
bijection, via(h, o) — ho o. De plus il est clair quél est distingué dan (carO" (E) est distingué dan®(E)).
Dans cette situation, on dit qu&est leproduit semi-direcdeH par.&.

Sig=hoo etg =h oo’ sont deux éléments de@décomposés comme indiqué, alors la décompositiayede
est nécessairemegb g = (hoooh'oo)o (oo 0d’), puisque(hoooh’oco) e H et(oo0’) € .. Par transport de
structure 'ensemble Hx . acquiert structure de groupe avec la loi de compositionmetéh, o) - (W, 0’) ;= (ho
ool oa,000’) (exercice : le vérifier directement!), et la bijectifim o) — ho o devient alors un isomorphisme
de groupes.

3) SoitN > 3. On considére I&l-gone régulier du plai (plan qu’on identifie &) de sommets I'ensembjay des
racinesN-iémes de l'unité, et le sous-grouede O(E) laissant globalement invariap.

On a un morphisme de restriction @Gedans le groupe des permutations (gg et ce morphisme est injectif
puisquepy contient une base affine d& Le groupeG est donc fini, et on peut appliquer les résultats de I'étude
effectuée ci-dessus. La symétsipar rapport a I'axe des réels (i.e. la conjugaison complegpartient clairement
aG, donc on est dans le cas de la question 2§ est le produit semi-direct d¢ = GNO*(E) par.” = {Idg,s}.
Enfin, on vérifie facilement que = %\.

Le groupeG est legroupe diédrald’ordre 2\N.

Exercice 2.1) La symétrie orthogonale par rapport & une drbitest la rotation d’ax® et d’angler, c’est donc
un élément dé&.

2) 2.1. Soient eta’ deux symétries orthogonales par rapport a des droitesiéjas_@ etD’. L'application linéaire
L, associée @ est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport a ladtion D de D, de mA2mel, est la

symétrie vectorielle orthogonale par rapport a la direcBbdeD’. CommeD etD’ sont paralléles, onB =D et
doncLg = Ly. On en déduit quég.er = Lg oLy = Idg, donco o o’ est une translation.

Réciproquement, soit une translation de vectew. Si V = 6), alors on a le résultat voulu avec= o’.
Supposons dond/ # 6), et soitD une droite affine de directio® contenue dans: V >*. Fixonsa € D et
considérons le poird = a+ %7, la droiteD’ = & + D, et les symeétries orthogonaleset o’ par rapport D etD’
respectivement. AlorD et D’ sont deux droites paralléles, doato o est une translation, et un calcul direct donne
o0'o0(a) =a+ V,donco’ oo = 1 (faire un dessin!).

2.2. Soitr une translation de vectelr. On at = (To)? avecT la translation de vecteuv .

2.3. Avec les notations de la question précédente, soiatto’ des symétries orthogonales par rapport a des
droites telles qu&y = g o o’. On a alorst = (19)> = 000’0000’ = [0,0'] (caroc = o L eta’ = o' 1).



3) 3.1. La composée o ¢’ est un déplacement qui laisse fixe (point par point) la dr@ite(ﬁ) ® 57){ puisque
; ; aD -~ (Mol L ~nL A I (AR AR /
pour tout point? de cette droite, on@P e (D ¢D’)~ = D-ND’+, doncL4(OP) =L, (OP) = —OP. Doncoo o
est une rotation (c.f. le rappel fait en préambule : les séléiments d& ayant des points fixes sont les rotations).
3.2. Sip est la rotation d’ax®, d’angled, alorsp = (pp)? avecpp la rotation d'axeD, d’angle%.
Il reste a voir (cf. la démarche de la question 2) que toutatimnt est la composée de deux symétries or-
thogonales par rapport a des droites. Soit dpngne rotation d'axeD et d’'angled, qu'on peut supposer dif-

.
férent de 0 modulo 2 Fixons O un point deD et V, vV deux vecteurs non nuls dB L formant un angle
orienté [V’ \/] ‘9 . Considérons les symétries orthogonatest ¢’ par rapport aux droite©+ < V > et

O+ < \/ > respectlvement. Alors la composégo o est une rotation d’ax®, d'apres la question 3.1, et le
calcul ded’ o 0(O+ V) = 0’(0O+ V) montre que I'angle de cette rotation és{la encore, faire un dessin peut
aider ...), don@w’ o 0 = p.

4) D’aprés les deux questions précédentes, le sous-grageatnmutateurgs, G| de G contient les translations
et les rotations. Par composition, |I contient donc égatdnes vissages (produits d’une rotation d'dxet d’'une
translation de vecteur non nof € D) le sous-groupéG, G| contient dondS en entier.

Exercice 3.1) L'ensemble des points fixes dg est I'hyperplanH;. On a clairemenE® C H;, pour touti, et
réciproquement, tout point d&; . Hi est fixé par less;, 1 <i <k, donc par tous les éléments Ge Donc
ml<|<kHI
OnakEC® = {0} < (E®)* = E. CommeE® = N, Hi et commeH;" =< x >, on a(E®)* =1 i < % >,
doncE® = {0} & Y.<k < X >=E, c’'est-a-direE® = {0} si et seulement si les forment une famille génératrice
deE.

2) Sio est la symétrie orthogonale par rapport a un sous-esdpdeé, et sig € O(E), alors le conjugugooog™?
est la symétrie orthogonale par rapport au sous-esgi@gale E (exercice ! Ecrire I'action du conjugué relativement
a la décompositiofe = g(A) @ g(A)*, et profiter du fait qug(A)* = g(A*L) ...).

Considérons alors € A etg € G, et montrons qug(x) € A. D’apres la remarque ci-dessus, 00 gy 1 =
go0_,.. og~ L, mais par hypothése syril existeg € Get 1<i < ktels queo_,.. =g ogog 1, ona donc
gL =9gogoogiogtog =(gg)oaio(gg) ", doncg(x) € A.

Rq: En fait, commes; = 0_, .. 1, le raisonnement précédent montre due {g(x) | 1 <i <k, g€ G}. En particu-
lier, A contient lesx;, et les—x; = i(X;).

3) On deduit de la question précédente que I'on a un morphémi@dans.#a, donne par la restrictiog — g
(le vérifier proprement). SA est fini, alors le groupe”a est fini. SIE® = {0}, i.e. si lesx; forment une famille
génératrice d&, alors tout endomorphisme @eest entierement déterminé par son action sux;letonc aussi par
son action sur I'ensembl& (qui contient lesg), et le morphismés — 74, g — gja, est alors injectif. Lorsque les
deux conditions sont réalisées, le gro@e’injecte dans un groupe fini, donc est fini.

4) On vérifie facilement que leg; commutent deux a deux, et cela implique que le gro@pest abélien. On en
déduit immédiatement que= {£x | 1 <i <k} puisque les seuls vecteurs de norme 1 telsajye . = o; sontx;
et —x;.

De plus, en profitant des relations de commutation entreilesdu fait queoi2 = ldg, on voit que tout élément
ge Gpeuts’écrireg= 0, --- 0, avec 1< i1 <ip < --- <ip <k (en partant d'un produit fini quelconque d’éléments
i, regrouper les différentes occurences d’un mA@par commutation, puis simplifier tous les carrés apparus)
— on parlera d’une écritunéduitedeg. Cela montre déja qud est de cardinak 2¢. On a en fait égalité, pour voir
cela, il suffit de montrer que tout élément gle G possede en fait ungniqueécriture réduite, autrement dit que
deux écritures réduites distinctes définissent deux éléndéstincts dés. Mais on vérifie facilement, par récurrence
surn, quea, --- gj, est en fait la symétrie orthogonale par rapport au souseespa j<nHi; = {X = (X1,..., %) |
Vi<j<nx, = 0} deE, donc deux écritures réduites distinctes définissent béex dymétries distinctes dans
O(E).

Exercice 4— 1) Quel que soit le poinp de X — {0}, le pointi(p) est distinct du poinb puisque||ol (p)|| =



o llopll = & # et

((1(p) = 0+ —2—o1(p) [(p) =0+0p=p.

2
o IOBI
ot ()12 2

Onadona?= idx_{0}, C€ qui établit en particulier que I'applicatiorest une bijection dX — {o} dans lui-méme.
Un pointp deX — {o} est fixé par l'inversion si et seulement %—%‘W =1, donc si et seulement piappartient

au cercle de centreet de rayon/a.

Remarque : on dit également que I'applicatioest I'inversion par rapport au cercle de centre o et de rayda.

2) 2.1. Soith 'homothétie de centre et de rapporp € R — {0}. Quel que soit le poinp € X — {0},

ot o _ oh(p| — ot 2P
(ho’)(p)—””,@”z@ et (1oh)(p)=o0+ oh(p) O+p2H®H2®

loh(p)|[2
donc
- sip >0,
() ho1 estlinversion de pél® et de puissancpea;
(i) 1 ohestlinversion de pdl® et de puissancp1a;
- sip <0,
(i) hot estla composée de l'inversion de pdlet de puissancalp| par la symétrie de centie;
(i) 1ohestlacomposée de I'inversion de polet de puissanca|p|~! par la symétrie de cente

2.2. Soita le milieu du segmenxy ; le vecteurcd est orthogonal & la droit®. On a

(PXPY) = (pd+aXpd+ay)
= (pd|pd) -+ (pd|ax) + (pd|ay) + (ax|ay)

carax+ ay =0, donc

= |lp—c|?~F?

puisquel|p—al[> = |[p—c|[* — ||a — c||* etR? = ||x—c|[* = |la — c[[* +[|a —x]|*.
2.3. Les trianglesp, p',Xx) et(p, p/,X) étant respectivement rectanglesxest enp/,

(PXpX) = (pBIpX) + (PXIPX)
— (pplpY)
— (pd|pp)+ (PPIPX)
— (pPlpp)

3)

(i) SoitD une droite passant par le pomtEtant donné un poirp € D — {0}, 1 (p) € (op) = D puisque les points
0, p eti(p) sont alignés; on a ainsiD — {o}) C D — {o}. En appliquant & cette inclusion, on obtient
12(D—{o}) c 1(D—{o}) etdoncD — {0} c (D — {o}) c D — {0} puisquer%(D — {0}) = D — {0} en vertu
de la premiére question. Nous avons ainsi prouvé 'égallé— {o}) = D — {o}, soit encore (D — {o}) U

{o} =D.



(i) SoitC C X un cercle de centre et de rayorR ne passant pas. En vertu de la question 2.2, fuissancedu
point o par rapport au cerclé est le nombre réel non nul

le—ol|* ~ R? = (0X[oy),

oux ety sont n'importe quels points detels queo, x ety soient alignés.

— Si||c—0||>—R? > 0, cette identité signifie précisément que le pgiast 'image du poink par I'inversion
1’ de podleo et de puissande= ||c—o||? — R?; on adona’(C) = C. Il reste & appliquer la question 2.1 pour
conclure : sih est 'homothétie de centreet de rapporb—ta, 1 = ho1’ et donci (C) = h(1/(C)) = h(C)
est I'image d'un cercle par une homothétie, c’est-a-direencle.

— Soito la symétrie de centre. Si ||c— 0||? < R?, l'identité précédente signifie précisément que le point
o(y) est l'image du poin par l'inversioni’ de poleo et de puissance = R?> — |joc— ||?; on a donc
1'(C) = g(C). Il reste a appliquer la question 2.1 pour conclure h sst 'homothétie de centre et de
rapportb—ta, 1 = hot’ et donci (C) = h(1’(C)) = h(g(C)) = (ho g)(C) est 'image d'un cercle par une
homothétie, c’est-a-dire un cercle.

(iii) SoitD une droite ne passant pas paiNotanto’ le projeté orthogonal du poimtsur la droiteD et désignant
parC le cercle de diametrd], nous avons établi a la question 2.3 I'identité

(6|oX) = [od |

pour tous pointx € D etx € C— {o} tels que les points,x et X' soient alignés. Ceci signifie précisément

e
que le pointX’ est 'image du poink par I'inversiont’ de poleo et de puissanch = ||od||?, de sorte que
1'(D) = C —{o}. Il reste a appliquer la question 2.1 pour conclureh sst ’homothétie de centre et de
rapportb—ta, 1 =ho1’ et donc

1(D)u{o} =h(1'(D))uU{o} =h(C—{o})U{o} =h(C)

est un cercle passant par
(iv) SoitC un cercle passant paret soito’ le point diamétralement opposé d0r Ce que I'on vient de dire en
—
(iii) établit que D est I'image deC — {o} par l'inversion de pole et de puissance = ||od||? et il suffit
d’appliquer la question 2.1 pour conclure hsést 'lhomothétie de centreet de rapporb—1a, 1 =ho’ et
donc

1(C—{0}) = h(D)

est une droite ne passant pas par

4) Il suffit de traduire la définition de I'application: I'image du pointp € X — {0} de coordonnéeg,y) est le

point deX — {0} de coordonnée§(,y) = ()@;1"),2, %)

(i) Une droiteD passant pao a une équation de la formex+vy=0; 1 (D — {0}) est alors le sous-ensemble de
X — {o} défini par I'’équatiorauxX + avy = 0 et donc (D — {o}) = D — {o}.

(i) Un cercleC ne passant para une équation de la form@ +y? + ax+ By+ y= 0 avecy # 0 eta? + % — 4y >
0;1(C) est alors le sous-ensemble Xle- {0} défini par I'équation

a X y
+aa +af—>—s+y=0,
X/2+y,2 X/2_|_y/2 aBX/2_|_y/2 y

soit encore

y(X?+y?) +aax +apy +a=0.

2 2 2 2_
() +(2) -2 -T0=Y o0
ay) \ay) Tay %

il s’agit d'un cercle (ne passant pas pgpuisquea = 0).

Commey # 0 et
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(iii) Une droiteD ne passant para une équation de la formex+ vy+w = 0 avecw # 0 etu? +v? > 0; 1 (D) est
alors le sous-ensemble ¥e— {o} défini par I'équatiorauX + avy +W(x’2 +)/2) = 0, c’est-a-dire un cercle
passant par le poirt

(iv) Enfin, un cercleC passant pao a une équation de la formé+y? + ax+ By =0 aveca?+ 32> 0;1(C—{o})
est alors le sous-ensemble Xe- {o} d’équation

a? X y

+aa + =0,
X/2+y,2 X/2_|_y/2 aBX/2—|—y’2

soit encore
aX +By +a=0,

et1(C—{o}) est donc une droite (ne passant pas par le @int

5) Il est commode de désigner pérl'ensemble des droites et des cercles du plai®n observera que deux

cercles (resp. une cercle et une droite) sont tangents siksraent si leur intersection est réduite a un point.

— SoientC etC’ deux cercles tangents en un poing o; en vertu de la question 8(C — {o}) est un cercle ne
passant pas parou une droite ne passant pas paCommel est une bijection dX — {o} dans lui-méme,
1(C—{o})Ni(C'—{o}) =1(CNC') ={i(p)} et les éléments(C — {o}) et 1(C—{o}) de & sont donc
tangents au point(p).

— SiC etC’ deux cercles tangents au pomt (C — {o}) eti (C' —{o}) sont deux droites en vertu de la question
3 (iv) ; ces deux droites sont en outre paralléles car touwtes dont perpendiculaires a la droite portant les
diamétres d€ etC’ qui passe pao.

— SoientC un cercle eD une droite tangents en un poipt: 0; en vertu de la question 8(C) est un élément
de & ne passant pas partandis quel (D — {0}) U{o} est un élément d& passant pao. L'application
étant une bijection d¥ — {o}, 1(C—{o})Ni(D—{o}) =1(CND)={i(p)} et donc

((C—{o})N(1(D—{o})U{o}) =1(C—{o})n1(D—{o}) = {1(p)}

puisqueo ¢ 1 (C— {o}). On en déduit que(C — {o}) et1(D — {o}) U {0} sont tangents au poin{p).

— SoientD etD’ deux droites paralléles distinctes ; 'une d’entre-ellestins, dison®, ne passe pas par le
pointo et, en vertu de la question D) U {o} est alors un cercle passant paandis que (D' — {o})U{o}
est un cercle passant paou une droite passant paselon queo ¢ D’ ouo € D'. On a

1(D—{o}) N1 (D'—{o}) =1((D—{o})N(D'—{o})) =0
et donc
(1(D—{o})u{o}) N (1(D"—{o}) U{o}) = (1(D —{o}) N1(D'—{o})) U {0} = {o},
ce qui prouve gue les élémen(® — {o}) U{o} et1 (D' — {o}) U{o} de& sont tangents au poiot

6) SoientC etC’ deux cercles distincts de centres respecté#sc’ ; on suppos€ NC' £ 0.
6.1. On observe sur un dessin et on vérifie immédiatementagua |

B 7
pc — [Ipd| -5 et pe—|pt|-SP
op o]
d’ou
pepd] = (182 pd| -2 | ~ (¥, cp)
e
= —[ep.cp]=—[pcpc].

6.2. La tangente au cerdlzen un pointp est la droite perpendiculaire(ép) passant par le poimg; de maniére
équivalente, la droite passant gaet perpendiculaire a la tangent€a&n p est la droite(cp).

6.3. SoienD et D’ deux droites perpendiculaires en un pgint
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— Sip=o0,1(D—{o})U{o} =D eti(D—{o})U{o} =D’ sont deux droites orthogonales.

— Sio¢ DuD/,C=1(D—{o})uU{o} etC' =1 (D — {o}) sont deux cercles passant par le panNotantc
etc’ leurs centres respectifs, les droi{@e) et (oc') sont respectivement perpendiculaires aux drditest
D’; commeD etD’ sont perpendiculairegpc) et (oc') sont perpendiculaires et doec) (resp.(oc)) est la
tangente & (resp. &) au pointo. Les cercle€ etC’ ont ainsi des tangentes perpendiculaires au picg
qui signifie gu’ils sont orthogonaux.

— Enfin,sioe Deto¢ D',C' =1 (D' — {o}) U{o} est un cercle passant par le pardont la tangente au point
o est la parallele ® passant pan; comme les droite® et D’ sont perpendiculaire§) est perpendiculaire
alatangente & eno et donci (D — {o}) U{o} et:1 (D’ — {o}) U{o} sont orthogonaux.

Nous avons finalement vérifié que l'inversiotransformait deux éléments orthogonaux&en des éléments de
& orthogonaux.

6.4. SoientC etC’ deux cercles orthogonaux en un pomet soientT,C et T,C' les tangentes respectives a
C etC’ au pointp. D’aprés la question précédente, les images s droitesT,C et T,C' sont des éléments de
& orthogonaux. D’autre part, d'aprés la question ansformeC et T,C d'une part,C’' et T,C' d’autre part, en
des éléments dé€ tangents. Il en découle que les tangentef et (C') au pointi (p) coincident avec celles a
1(T,C —{o})U{o} eti(T,C' — {o}) U{o} en ce point, donc sont perpendiculaires, ce qui prouve guéléments
1(C) et1(C’) de & sont orthogonaux.

Un raisonnement parfaitement analogue établit que I'sigen transforme un cercle et une droite orthogonaux
en des éléments @& orthogonaux.

Exercice 5— 1) Soito un point dan<NC'. Toute inversion de pole transformeC etC’ en des droites, lesquelles
sont paralléles ou sécantes selon GuetC’ sont ou ne sont pas tangents.

2) 2.1. Soitl_ la droite paralléle ® passant par le point’ ; L coupe le cercl€” en deux points diamétralement
opposés ety. On désigne pak’ la droite perpendiculaire & passant pax et parx' le point d’intersection des
droitesL’ etD. Le cerclel’ de centreX passant pax satisfait aux conditions requises :

— I etD sont orthogonaux puisque le centreldappartient & (cf. la question 6.2 de I'exercice précédent) ;

— les cercle$ etC” sont orthogonaux puisque leurs tangentes respectivesiatux@mnt les droites perpendi-

culairesL etL’;

— le cerclel et la droiteL”, perpendiculaire & passant pat’, ont deux points d'intersection distincts car la

distance du centrn€ del a la droitel” est strictement inférieure au rayon[de en effet,

dist(x',L") = dist(x,c”) < dist(c”,D) = dist(x,x)
puisque le cercl€” est disjoint de la droit® (observer ces distances sur un dessin).

2.2. Soito I'un des deux points du cercl& appartenant a la droite = (cc') et soit/ une inversion de pole.
Comme on I'a établi au cours de I'exercice précédei@) est un cercle,(C' — {0}) est une droite disjointe d€C)
et! transforme la droité en elle-méme. D’apres la question précédente, il existeetoled ' orthogonal & (C) et
1(C’) coupantL en deux points distinctd; = 1 (" — {o}) est alors un cercle ou une droite, orthogonal aux cercles
C etC’ en vertu de la question 6 de I'exercice précédent. La seoleedsrthogonale & etC’ étantL, 1 (" — {0})
est un cercle puisqué’ # L et nous avons donc établi I'existence d’un celfclerthogonal & etC’ qui coupe la
droite L en deux points distincts, notgsty.

2.3. Le cercld” étant orthogonal aux cercl€setC’, ses points d'intersectionety avec la droitgcc’) ne sont
pas situés sut UC'.

Une inversioni de pdlex transforme les cercleS etC’' en des cercles puisquez CUC'. Elle transforme la
droiteL = (cc') en elle-méme puisquec (cc) et elle transforme le cercleen une droite puisquec I'. Les droites
1(L—{x})u{x} eti(I' —{x}) sont en outre sécantes au paifyt) puisquey € I' N L. Nous savons par ailleurs que
ces droites sont orthogonales aux cercl€) et (C') car la droitel et le cercld™ sont tous deux orthogonaux aux
cerclesC etC’ (appliquer la question 6 de I'exercice précédent).

Toute droite orthogonale a un cercle passe par le centrelalifquestion 6 de I'exercice précédent). Cela a
pour conséquence que les ceral@3) et (C') sont centrés au point d'intersectiofy) des droites (L — {o}) U{o}
et (I —{o}) et nous avons finalement établi le résultat suivant : dewsledisjoints peuvent étre transformés,
par une inversion convenable, en deux cercles concengrique
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3) SoientC etC’ deux cercles disjoints tels q@? soit intérieur &C et soit(I,) une suite de cercles telle que
— g soit tangent & etC’;

— Iy soit distinct dd g et tangent &, C etlg;

— pour toutn > 1, 'y, 1 soit distinct del, et,_; et tangent &, C' etly,.

Supposons tout d'abord que les cerdlest C’' soient concentriques et s@t’ le cercle équidistant dé etC’.
Un cercle est tangent@etC’ si et seulement s'il est centré STf et de diamétr&®: — R.. La suite(y,) des centres
des cercle§ , est une suite de points @ tels que distyn+ 1, yn) = dist(y1, yo) = Rc — R pour toutn. La suite(I)
est périodique (i.e. il existe un entieg tel quel ,, = o) Si et seulement si la suiigr) est périodique, donc si et

2(Re—Rp)?

seulement si I'angle) = [Cyp, Cy4] est de la forme&X avecN € N — {0}. Comme cogd) = 1— Trormz (le veérifier

sur un dessin), la périodicité de la suff&,) ne dépend que de la position relative des cel€lesC’, non pas du
choix du cercle initial .

Considérons maintenant deux cercles disjoltst C' tels queC’ soit intérieur &C et soit(I'y) une suite de
cercles vérifiant les mémes conditions que précédemmentn@oon I'a établi, il existe une inversiartelle que
1(C) et1(C') soient deux cercles concentriqués(l)) est alors une suite de cercles satisfaisant aux conditiens c
dessus (cf. exercice précédent, question 4), qui est pguiedi et seulement si tel est le cas pour la siitg. Nous
en déduisons que cette derniere propriété ne dépend querdesC etC’ et non pas de la suité ) elle-méme.

Remarque : on trouvera des dessins dans le i¥é@métriede Marcel Berger (éditions Nathan), a la page 363 du
tome 1 (chapitre 10, section 10.10.3)

4) 4.1. Soien€ etC’ deux cercles disjoints non concentriques. On sait qu'dtexiine inversion telle quer (C)
et1(C') soient deux cercles concentriques. Comnpeéserve 'orthogonalité,(.%) est 'ensemble des éléments
de & orthogonaux a(C) et (C'), c’est-a-dire 'ensemble des droites passant par le centrenuno des cercles
1(C) eti1(C'); il en découle queZ est 'image par un inversion de I'ensemble des droites pagsa 0. Comme
les cercle<C et C' ne sont pas concentriques, seule la droite reliant lesesetgur est orthogonale et le pole de
I'inversion 1 est par conséquent distinct deil en découle que” est I'ensemble des cercles et droites passant par
les deux points distincts que sarfb) et le centre de.

4.2. SoientC et C' deux cercles tangents en un pomtUne inversioni de polep transformeC et C’' en
des droites paralléles, de sorte qie#) soit 'ensemble des droites perpendiculaires(@— {o}); .# est par
conséquent I'ensemble des élémentsfdeassant pap et orthogonaux a la tangente commune aux cefclesC’
au pointp.

4.3. SoienC etC’ deux cercles sécants et non tangents. Une inversion depad@NC’ transformeC etC’ en
deux droites sécantes @nde sorte que(.%#) soit 'ensemble des cercles concentriques de cgnthieen découle
gue deux éléments distincts de sont disjoints.

4.4. On trouvera des dessins dans le li@&ométriede Marcel Berger (éditions Nathan), aux pages 360 et 361
du tome 1 (chapitre 10, section 10.10.1).

Exercice 6— 1) Lensembld , est
- R?siagg=ay=ay=a3=0;
— videsigp=a; =a,=0etazg#0;
— une droite sag = 0 etag A0 ouay #0;
— vide siag # 0 eta? + a3 — 4agap < 0 (cette équation définit un cercle de cer(t%e%o,—%) et de rayon
«imaginaire pur »);
— un point siag # 0 eta + a5 — 4apa3 = 0 (cette équation définit un cercle de centrell, —22) de rayon
nul) ;
— un cercle shg # 0 etaf + a5 — 4apag > 0 (cette équation définit un cercle de centg, 22) et de rayon
2Jao] )
2) Wu la question 1, limage de l'applicatiop: {a € R* | g(a) > 0} — 22(R?) est effectivement le sous-
ensembleR?U {w0} U & de 2(R?).
Soienta,a € R* — {0} deux quadruplets tels quga),q(a’) > 0 etly = 4.



— Sil,=Ty =0,aetd sont tous deux proportionnels@ 0,0,1).
a4 &

— Sila =Ty est un point ou un cercle, aloag,ay # 0, a= ao(l,%,%,%) eta = a{,(l,%,%,%); on Vvoit

finalement en considérant le centre et le rayon (éventuetiemul) du cerclé ; = [y qued = %a.

— Enfin, sil 4 = My est une droitegy = a; = 0 et on voit que les quadrupletset & sont proportionnels en
condiérant un vecteur normal et un point de cette droite.

Nous avons vérifié que I'applicatiogninduit une bijection dé& surR2U {eo} U &,

3) SoitD € ¥ et soita € D — {0}. On désigne paly C R* I'hyperplan d’équatiorag = 0.

3.1. Vu la question 1,

— y(D) € R?U {0} si et seulement sy # 0 etg(a) = 0 ou sia= (0,0,0,1) ; commeQnNHy = {(0,0,0,1)},
la premiére condition équivaut bieDac Q;

— y(D) est une droite si et seulementgi= 0 etaZ + a3 > 0, donc si et seulementBi€ ¢ etD C Ho;

— y(D) est un cercle si et seulementsgiz 0 etq(a) > 0, donc si et seulementBic ¢ etD ¢ Ho.

3.2.SiDe¥,q(a) = af + a% — 4apaz > 0 et doncag ne peut s'annuler. L'équation dg s’écrit alors sous la

forme , ,
— a2 _ a a2 \"_a@
0=ap(x +y2)+a1x+azy+a3—ao{<x+ 2a0> + <y+ 2a0> 43%}

et il s’agit donc du cercle de cent(e%o, —2""720) etde rayon—*’zgfj).

4. 4.1. Vu la question 1, I'unique droite dawsd’image p estDp, = R(1, —2Xo, —2yo, X3 + Y3).
4.2. Etant donné un poimt= (Xo,Yo) € R?,

R(a, (1, —2X0, —2Y0,%5 + ¥5)) = —281% — 282¥0 — 2(83 + 80(X§ + Y5)) = —2 (a0(X§ + ¥p) + a1Xo + Yo + as)

s’annule si et seulement si le poipappartient & 5.

4.3. Les droite® et D., sont orthogonales si et seulement st ®(a, (0,0,0,1)) = —4ay, donc si et seulement
siD C Ho.

4.4, SoientD,D’ € ¢ deux droites distinctes contenues défys Les droitesy(D) et y(D’) dansR? sont pa-
ralléles si et seulement si les vecteas, ay) et (a},a,) sont proportionnels, ce qui est le cas si et seulement si

|y d, + apdl| = \/af + ag\/a’l2 +&,? (cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz). D’apiae, une droite de
% contenue dan® est soitD.,, soit de la formeD, avecp € R? ; commeD, et D sont orthogonales si et seulement

si le pointp appartient &/(D), les droitesy(D) et y(D’) sont orthogonales si et seulemenbDsj est I'unique droite
de% contenue dan® qui soit simultanément orthogonalédaetD’.

5) SoientD, D’ € ¢ deux droites ed € D — {0},a € D’ — {0}. La restriction de la forme quadratiqgeau plan
{tat+ s, (st) € R?} deR* engendré paD etD’ est positive (resp. définie positive) si et seulemeqttsi+sa’) > 0
pour tout couplés,t) € R? (resp.> 0 pour tout couplés,t) # (0,0)). Comme

qta+sd) = q(at® +q(@)s® +2R(a,a )st
etq(a),q(a’) > 0, tel est le cas si et seulement si le discriminant de certrinést négatif (resp. strictement négatif) :
R(a,&)*—q(a)q(@) <0 (resp. <0)

ou, de maniere équivalente,
p.o]— _R@&a)
q(a)a@)
Il revient au méme de dire que ce plan a au plus une droite emconavec la quadrique.
6) 6.1. SoienD, D’ € ¥ deux droites contenues dafg et soientac D — {0},& € D' —{0}. On a

<1 (resp.<1).

IR(a,a)| = |a1d; + aa)| < \/a§+a§\/a'12+a’22 = a(@)q@)
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(c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz), dofiz,D’] < 1, et il y a égalité si et seulement si les vecteas a,) et
(a},a,) sont proportionnels, donc si et seulement si les drgitBy et y(D’) deR? sont paralléles.
6.2. Si les droite et D’ sont concourantes, leur angle est I'unique élérdente [0, 7] tel que coéd) =
\a1a1+a2a2| _ [D D/].
\/al-i-az al +612
7) SoientD,D’ € ¥ deux droites e € D — {0},& € D’ — {0}. On suppose que @ ni D’ n'est contenue dans
Ho, de sorte que/(D) et y(D’) sont deux cercles.

7.1. On a déja vérifié quie, ety étaient les cercles de centres et de rayons respeeﬂfﬁ—ﬁ, —2%20) r=
\/ az ! __ \/ ( )
2\ao| ) etd = (— E’_E) = @ .Onadonc

2
a1 & & &\°_9q@  gq@) R@a)
dist(c, c) <E—ﬁ> +<2a0—2a0> 4a% + 4, 2808,

7.2. Les cercleg(D) et y(D’) sont sécants si et seulement si @ist’) <r +r’, donc si et seulement si

; / ’ Q( \/ \/ a/
dISt(07C )2 S (r +r )2 4a(2) + 4a0/2 + 4|a0a0| )

c’est-a-dire si et seulement si
_R@a) _ /a@9@)
2808, ~  2laody|

ou, de maniere équivalente
/
Raad) _,

qa)a(@)

Soit p € y(D) N y(D’). Langle 9 entre les tangentes aux cercig®) et y(D’) au pointp est complétement
déterminé par l'identité

[DvD/] =

|dist(c,¢’)? — (r?+r?)| = 2rr’|cogd)|
(considérer le triangléc, p,c’)) et I'on obtient bien
R(aa)|

I3)| =
o= @@

= [D,D].

8) SoientD,D’ € ¢ deux droites ea € D — {0},& € D’ — {0} ; on suppos® C Hp etD’ ¢ Ho. La distance du

/
a5

centrec = (—5% 2 2ao) du cercley(D’) a la droitey(D) est
aj a
|t — @ T3 |R@a)
a2 4 a3 2/q(a)[a0

ety(D)Ny(D’) # 0 si et seulement si cette distance est inférieure au rayaextiey(D) :

R@aa) _ /a@)

2\/q(a)lap| ~ 23l -

soit
[D,D]< 1.

On démontre comme dans la question précédente que le cdsiffasgle formé pay(D) et la tangente #D’) en
un point dey(D) N y(D’) est précisément égal[@, D’].

9) Toutes les assertions découlent immédiatement de cedqé@igtabli jusqu’ici.

10) SoienD, D’ € ¥ deux droites distinctes non contenues ddgst soieni le plan deR* qu’elles engendrent.
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10.1. Le planP n’étant pas contenu dans I'hyperpléty, PN Hg est une droite vectorielle. D’autre part, la
restriction de la forme quadratiqueau planP est de signaturé2,0), (1,0) ou (1,1) ; le premier cas équivaut a la
conditionq > 0 surP — {0} — c’est-a-direQN P = {0} — le troisieme équivaut a I'existence d’une basg?)
deP telle queq(xe+ X'€) = x2 — X2, auquel ca® N P est la réunion des deux droitBfe+ ) etR(e—¢€), et le
deuxiéme a I'existence d’une bagee) deP telle queq(xe+X'€) = x2, auquel ca®) N P est la droiteRe.

10.2. Les cercleg(D) ety(D’) sont concentriques si et seulemerDsi R(1,a1,ap,a3) etD’ =R(1,a),a,,a5)
aveca; = eta, = ap. D'un autre coté,

PNHo = {t(1,a,ap,a3) +5(1,a},8,,83) | St € Rets+t =0} =R(0,a] —ap,a, — ap, a3 — a3)
est réduit a la droit®., si et seulement si; —a; = a; — &, = 0; on a donc bien le résultat annoncé. Enfin, comme
R((lv _zala —2&2, a%—i_a%)v (17 ap,ay, a3)) = R((L —23.1, —2&2, a%—i_a%)v (17 ap, ap, aé)) = —2(3.% +a%_ (ai—i_a%)) = 07

la droite D associée au centre des cerg(®) et y(D’) appartient &N Q; puisque tel est également le cas de la
droite D, nous avons finalement bi€pN P = D, U Dc.

10.3. Un plarP deR* peut étre contenu dans I'’hyperpliig ou le rencontrer selon une droite, laquelle peut étre

ou non la droiteD, ; par ailleurs, I'intersection du plaR et de la quadriqu€ peut étre réduite 8, une droite ou
la réunion de deux droites distinctes. Sil'on exclu le camgilan contenu dartdy — ce qui est le cas ici puisque
les droites dan® ne correspondent pas uniquement a des droité®’de-, il N’y a que les quatre configurations
envisagées dans I'énoncé carPsiHy = D, alorsP rencontre nécessairement la quadriqQueelon la réunion de
deux droites (cf. question précédente).

SoitP! I'orthogonal deP dansR* relativement a la forme bilinéaifR (c’'est-a-dire 'ensemble des points R*

tels queR(x,y) = 0 pour touty € P); P+ est également un plan puisque la forme biliné&est non dégénérée.

— SiPNHg = D, il existe un unique point de R? tel quePNQ = D.UD,, et P est 'ensemble des cercles
concentriques de centoeen vertu de la question 10.2.

— SiPNHp # D, etPNQ = {0}, alorsP est 'ensemble des cercles et droites du plan passant papdeus
fixes. En effet, puisqu N Q = 0, R* = P& P! et la restriction dey a P+ est nécessairement de signature
(1,1) (q serait sinon de signatutd,0) ou(3,0)). Les deux droites dén Q correspondent a des pointy de
R? appartenant & chaqugD”), D” € P, en vertu de la question 4.2 et, réciproquement, touteeditc ¢
telle quey(D") contiennex ety est orthogonale & et est donc contenue daRs En particulier,P N Hy
définit la droite reliant les pointsety.

— SiPNHp # D, et siPNQ est une droite, alorB est 'ensemble des cercles et droitesRfepassant par le
point y(PN Q) et tangents a la droitg(PN Hp). En effet, tout couple de droites distinctes dRtrrespond
via y a un couple de cercles ou droites tangents en un point ; ea, mastmme la droit€ N P est contenue
dansP*, elle correspond & un point @& appartenant a tous lggD"), D" € P.

— SienfinPNHp # D, et siPNQ est la réunion de deux droites, le plBA est tel queP- N Hy # Do, et
P-NQ={0}; P+ est alors I'ensemble des cercles et droites du plan pasaadepx points distincts &
est dont I'ensemble des cercles et droites orthogonauxengles et droites passant par ces points.

Exercice 7— 2) L'applicationTest une bijection dont la réciproque est I'applicatiotdansS— { & } qui envoie
un pointq € I sur 'unique point d’intersection d8— {& } avec la droitg£Qq).

Pour déterminer les coordonnées du paifp) a partir des coordonné€s,y,z) du pointp, on cherche pour
quelle valeur du paraméttde point(1—1t)(0,0,1) +t(x,y,z) = (tx,ty,1+t(z— 1)) de la droite(é q) appartient au
planTl; on obtient immédiatement= 1%2 et1(p) est donc le point dél de coordonnées

X y
(1—2’ 1—z’o>'

Réciproquement, I'applicatiorr—! associe au poirg de M de coordonnéeé<,y,0) le point deS— {&} de coor-

données
( % zy' X/2_|_y/2_ 1)

X24y?+ 1 X% +y2+ 1 X2 +y?+1
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3) Un cercleC tracé sur la spher§est l'intersection d&et d'un plan (affineP tel que la distance de l'origine
aP soit strictement inférieure a 1. Bia pour équationix+ vy+wz+t = 0, on vérifie immédiatement queC) est
défini par I'équationw+t) (X% +y?) + 2uxX + 2vy + (t —w) = 0; il s'agit d’un cercle siv+t # 0 — c'est-a-dire
si & ¢ C— et d’'une droite sw+t =0, c’est-a-dire s€ € C.

On vérifie de la méme maniére que I'applicatimn’ transforme toute droite et tout cercle Been un cercle
surS,

4) Quel que soit le poirg del — {0} de coordonnéeg,y, 0), on vérifie sans difficulté que les coordonnées du
point rToso 11 de sont

X y 0
X2 1 y2 X2 4y
et donc que I'applicationto so 1 de M — {0} dans lui-méme est I'inversion de padeet de puissance 1.

5) 5.1. Par définition, un grand cercle est I'intersectionadephéreS avec un plarP passant par le centre &
Etant donnés un tel grand ceréleet un pointp derl", I'intersection du plarP et du plan tangent,S= p+ (Rop)*+
est une droitd I de T,Spassant pabD ; réciproquement, une telle droiedétermine un unique grand cer¢l€D)
surSpassant pap, a savoir l'intersection d€et du plano+ Ropa® D.

5.2. SoienD etD’ deux droites dan$,Spassant par le poirg. Le plan tangenT,S étant orthogonal a la droite
(op), la perpendiculaire ® (resp.D’) dansT,S passant pap est orthogonale au pla(D) du grand cerclé (D)
(resp. au plarP(D’) du grand cerclé (D)) et donc est parallele a la normaléPéD) passant par I'origine. Il en
découle que I'angle entre les droitestD’, qui est le méme que I'angle entre leurs perpendiculairesgrd pap,
est également I'angle entre les normales aux pR{iy etP(D’) a I'origine.

5.3. Considérons des équatianst vy+wz= 0 etu'x+Vvy+wz= 0 des plan®(D) etP(D’) (ces plans passent
par I'origine !). D’aprés ce que I'on vient de dire, I'angletee les droite® et D’ au pointp est I'unique élémeng
del0, 7] tel que
lud + v +ww|

(V2 w2) /(U2 v+ w?)

Les images d€ (D) et (D’) sont les cercles ou droites d’équations respectives

coqd) =

WOC+Y?) + 2ux+2vy—w=0 et W(C+y?)+2ux+2y—w =0.
En vertu de I'exercice 7, 'angle entre ceux-ci au poip) est 'unique élémentr de[0, 7] tel que

cogr) — IR W), (W, 20,27, —w))
N VW, 2u, 2v, —w) (W', 20/, 2V, —w') |

CommeR((W, 2u, 2v, —w), (W, 22U/, 2V, —W')) = 4uu + 4w + 4ww/, q(w,2u,2v, —w) = 4(u? + V2 +w?) et donc
coqa) =cogd); les angles considérés sont donc les mémes et nous avong pyoe la projection stéréogra-
phigue préserve les angles.
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