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Rappel: (Barycentre)

Soit X un espace affine réel, P = (pg,p1, - ,pm) € X™H! et ag,ay, - am, m + 1 nombres réels
tels que > <, ai # 0.

Le barycentre s des points pondérés (p;, a;)o<i<m est 'unique point de X tel que

0<i<m

Si ¢ est un point arbitraire de X, on a

s=q+ Z ( &

7) an-
0<i<m 2 0<j<m 4

qp;-

Exercice 1. (Coordonnées barycentriques)

- Soit P = {pg,---,pn} une base affine de X. Montrer que 'application

s: R - {(a()a"'aan)a Zai = 0} — X, (a0, -, an) — Bar((pi,a:))o<i<n)
i=0

est surjective. Si p = s(ag, -, a,) on dit que (ag, -, a,) sont des coordonnées barycentriques du
point p dans la base affine P.

- Soit H I'hyperplan de R™*! d’équation ag + a; + --- + a, = 1. Montrer que la restriction de s &
H est un isomorphisme d’espace affine.

Rappel: Le barycentre d’une famille de points pondérés est associatif.

Exercice 2

Soit (po,p1,--+,pn) une base affine de l'espace affine réel X et (ag,---,a,) € R™! vérifiant
a; >0,Vi, 0 <i<net ZO<i<nai = 1.

On considere les barycentres s = Bar((p;, ai)o<i<n) €t s; = Bar((pi, ai)iz;)-
a - Faire un dessin de la situation pour n =2 et n = 3.

b - Montrer que i # j = (s;p;) ((s;p;) = {s}-
Exercice 3
Soient P = {pOa e apm} CXet (a()aala e aam) €R.

Soit f: X — X une application affine.



Les deux premieres questions sont des rappels de cours.

a - Montrer que f (Bar((pi,ai)o<i<m)) = Bar((f(pi), a:i)o<i<m)-

b - On suppose que f € GA(X) et Vi, 0 < i < m, f(p;) € P. Montrer que f admet au moins un
point fixe.

¢ - On suppose qu’il existe n € N* tel que f"(p) = p, Vp € X.
- Montrer que f est une bijection affine.
- Montrer que f admet un point fixe.

- Construire explicitement une application affine f : R?> — R? telle que f # Id, f™* = Id,n > 2.

Exercice 4

Rappel: Une partie C' C X est dite convexe si pour tout (¢,p) € C' x C le segment

[q,p]—{<1]it 3) te0,1]}

est contenu dans C. Remarquer que ce segment est ’ensemble des barycentres des points pondérés
(a,p),(b,q) avec 0 < a,0<beta+b=1.

L’enveloppe convexe Env Conv (p1, ... p,) est 'intersection de toutes les parties convexes contenant
DlyeeesPr

a - Intuitivement (i.e. sans faire de démo complete) quelle est I'enveloppe convexe de trois points
non alignés dans R?, de quatre points non coplanaires dans R3?

1 G2 - Qp
a poids positifs des points p1,...,p,.

b - Soit [p1,p2,...,pr] =1 Zl b2 pT) .| ¥i,0 < a;, Y, a; = 1} I'ensemble des barycentres

En procédant par récurrence sur le nombre de points r, montrer que
EnvConuv (p1,...,0r) = [P1,--,Dr)-

¢ - Confirmer que l'image par une application affine f : X — X de ’enveloppe convexe de
(p1,...,pr) est Uenveloppe convexe de (f(p1),... f(pr)).

d - Soient C' C R? le cube et T et T’ les deux tétraddres (réguliers) de la figure: Donner une
bijection affine f telle que f(7T) = T". Combien y-a-t-il de bijections affines telles que f(7") = T"7
(On admettra ici qu’une telle bijection affine envoie nécessairement un sommet de 7" sur un sommet
de T".)



Exercice 5

Soit C'le cube unité porté par la base canonique B de R?. Faire un dessin et donner des équations
des quatre diagonales et du plan passant par le sommet (1,1,1) et perpendiculaire a la diagonale
en ce point.

Rappel: En algebre linéaire, si W, W’ C V sont deux sous-espaces vectoriels d’'un espace V, alors
W JW’ est un sous- espace si et seulement si W C W’ ou W/ C W. En général donc, W |J W’
n’est pas un sous-espace de V (penser & la réunion de deux droites vectorielles distinctes de R? ).

Dans le cas vectoriel, le plus petit sous-espace de V' contenant la réunion W |J W' est la somme de
W et W
<W W' >=w+w"

L’exercice qui suit est ’analogue de cette construction en géométrie affine.

Exercice 6

Soient A, A’ deux sous-espaces affines de l'espace affine réel (X, V) de directions W et W' et
peA peA.

Rappel: A A" # 0 ssi ﬁ eWwW+Ww'.

a - En distinguant les situations A(J A" # 0 et A\ A’ = () déterminer < A(J A’ > et en déduire

sa dimension.

b - Montrer que lorsque A A’ # 0, le sous-espace < A|J A’ > coincide avec la réunion des droites
(pp/)oupe Aet p' € A,

¢ - Donner un exemple dans R? de sous-espaces A et A’ tels que A\ A’ = 0 et pour lesquels
< AJ A" > est distinct de la réunion de droites du point b -.



