Algébre approfondie - Automne 2007 ENS-Lyon

THEORIE DE GALOIS Il

Exercice 1(Discriminan) — Soit K un corps et soit B K[T] un polyndme séparable sur K de degrén désigne
parZ I'ensemble des racines de P dans une clture algébrique de K.

1. Justifier que le groupe de Galois de I'extensioZk/K s’identifie & un sous-groupe du groupe symétrique
S(Z#).

2. Soit

n(n—1)

D=(-1) > J'lJ(X—y)
X£YEX

Vérifier que D est un élément de K puis démontrer que, lorsquestkde caractéristique différente de 2, I'image
de GalK[Z]/K) dansG&(Z) est contenue dans le groupe alteR@7) si et seulement si D est un carré dans K.
(Indication : numéroter les racine§, ..., &, de P et considérer I'elémef;(& — &;) de K[#].)

3. Soita le coefficient dominant de P. Démontrer les identités

aD=(-1" [TPKX eta D= (—1)"="n" [ PKX),
XEXA Xex'

ou %' est 'ensemble des racines dedans une cléture algébrique de K. En déduire D lorsqueT® + aT + b et
lorsque P= T3+ pT +q.

n(n—1)
2

Exercice 2(Extensions cyclotomigues— Soit K un corps et soih > 1 un entier naturel premier a la caractéristique
de K. On désigne par f,) une extension de K engendrée par les racinémes de l'unité.

1. Vérifier que I'extension Ku,)/K est galoisienne.
2. Démontrer qu'il existe un homomorphisme injectif de gresiet un seul

X : Gal(K () /K) — (Z/nZ)"
tel que, pour toute racineéme de I'unité{ et touto € Gal(K(un)/K),

o(q) =X

3. Vérifier qu'il existe un unique polyndme unitaire et s&ide ®,, € K[T| dont les racines dans toute cl6ture

algébriqueK de K soient les racines primitivesémes de I'unité dan (c’est-a-dire les éléments d’ordredansK ™)
puis justifier que I'homomorphismpe est un isomorphisme si et seulement si le polyn@mpest irréductible sur K.

4. On suppose K= Q dans cette question. Sajt une racinen-eme primitive de I'unité, de polynéme minimal
P € Q[T], soit pun nombre premier ne divisant pagt soit Qe Q[X] le polynébme minimal d&P.

(i) Démontrer que les polynémes P et Q sont a coefficientgmnti

(if) Prouver que QTP) divise P danZ/[T|.

(iii) En déduire que les réductions modypode P et Q ont un facteur irréductible commun d&g$T], puis que
lonaP=0Q.

(iv) En conclusion, démontrer que le polynémhg est irréductible su@ et a coefficients entiers.

Exercice 3(Extensions cycliques : théorie de Kummner Soit K un corps et soih > 2 un entier naturel. On suppose
tout d’abord que le groupgn(K) des racines-émes de I'unité dans K est d’ordne

1. Soita € K* et soita une racine du polyndbme™F a dans une cl6ture algébrique de K.
Démontrer que I'extension (&) /K est galoisienne et que I'application

GallK (a)/K) — pn(K), 0> O

est un homomorphisme de groupes injectif, d'image le soaspe 1i4(K) ou d est le plus petit entier 1 tel que
ad ekK.

2. Soit L/K une extension galoisienne finie dont le groupe de Galoist@yetique et d’ordren, engendré par un
élémento.



Etant donnés un élémeatde L et une racine-€me de I'unité € u,(K), on appellerésolvante de Lagrangee
a et I'élément({, a) de L défini par

(¢.a)=a+{to(a)+{20%(a) +...+ ¢ "0 Ha).

(i) Vérifier que 'on ao({,a) = {({,a) et en déduire qué(, a)" appartient & K.

(i) Supposons qué soit une racine primitive de l'unité et que I'on ait K(a). Démontrer gu'il existe un
entierk > 1 tel que(Z,a¥) # 0 (Indication : appliquer le lemme de Dedekjnet en déduire que L est le corps de
décomposition du polynéme™F- (Z, ak)".

3) On ne suppose plus que le polyndme-T1 soit scindé sur K mais on fait seulement I'hypothése st
premier a la caractéristique de K. Sait K et soit L un corps de décomposition du polynérie-Ta.

(i) Vérifier que le polynéme T— 1 est scindé sur L. On note;Kextension de K dans L engendrée par les racines
n-emes de l'unité.

(i) Vérifier que les extensions IK; et K; /K sont galoisiennes et démontrer que leurs groupes refpgiadienti-
fient & des sous-groupes @A¢nZ et u,(L).

(iii) Décrire complétement le groupe de Galois de I'extendi/K.

Exercice 4(Résolution par radicayx— Soit K un corps de caractéristique 0 et sojftkLune extension finie galoi-
sienne de groupe G.

On dit que I'extension K estrésoluble par radicaus’il existe une tour d’extensions de corps
K=KoCcKiC...CK;

telle que

— pour touti > 0, Kj_; s’obtienne a partir de Kpar adjonction d’'une racingeme d’'un élément deK

— LCK;.

En utilisant I'exercice précédent, déemontrer que I'exiemd. /K est résoluble par radicaux si et seulement si le
groupe G estésoluble c’est-a-dire si et seulement s'il existe une suite de gpaapes

()=Gr<Gr1<...<G; <Gp=G

telle que, pour touit > 0, G;1 soit distingué dans Gt le groupe quotient GG; 1 soit abélien.

Exercice 5(Résolution par radicaux rééls— Soit K un sous-corps d& et soit L une extension galoisienne finie de
K dansR.

1. Considérons un nombre réele R et un entier naturen > 1 tel quea™ € K. Notantd le plus petit entier
strictement positif tel qu@ = a® € L, démontrer que I'extension (8) /K est de degré au plus 2.

2. Déduire de ce qui précéde que, si I'extensiofiKlpeut s’obtenir par extraction successives de racinémes
réelles, alorslL : K] est une puissance de 2.

Exercice 6 (Résolution par radicaux des équations de degré inférieu) a-3Soit K un corps de caractéristique
distincte de 2 et 3.

1. Interpréter la résolution usuelle de I'équatién+ ax+ b = 0 du point de vue de la théorie de Galois.

2.3Soit P2: T3+ pT +q € K[T]; on suppose que P est irréductible et on rappelle que sorindisant est D=
—4p3 — 27cP.

(Iio) Quellczas sont les possibilités pour le groupe de Galaimaorps de décomposition L de P au-dessus de K ?

Soit K’ I'extension de K obtenue en adjoignant les racines cubidadsinité et soit L un corps de décomposition
de P au-dessus’Kon désigne pap une racine cubique primitive de I'unité dansdt on notex;, Xo, X3 les racines
de P dans L

(i) Justifier que le groupe G@l'/K’(/D)) est cyclique. Ayant fixé un génératear écrire les trois résolvantes
de Lagrangél,xy1), (p,x1) et(p?,x;) puis expliciter les élémentd, x;)3, (p,x1)2 et (p?,x1)3 de K(+/D). Expliciter
également I'élémentio, x1)(p?,x1) de K.

(iii) Exprimer les racinesq, x; etxs de P en fonction des résolvantgsx ), (p,x1) et (p?,x1) puis en déduire
I'expression dex;, X, etxz en fonction des coefficients de P.






