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THEORIE DE GALOIS Il

Exercice 1(Extensions cycliques : théorie d'Artin-Schréier Soit K un corps de caractéristiquoe> 0.

1. Soita un élément de K et soit L un corps de décomposition du polyritPreT + a au-dessus de K. Démontrer
que I'application

FoxL—L, (ux)—Xx+u

induit un homomorphisme injectif du groupe de Galois detéesion L/K dans le groupe additif d€,. En déduire
que le polyndme T— T + a est soit irréductible, soit scindé sur K.

2. Soit réciproquement K une extension finie galoisienne de groupe isomorplg gZ et soito un générateur
de GalL /K).

(i) Démontrer qu'il existe un élémemtde L tel quezrﬂ’;é o"(x) = 1.

(i) Soit o = zﬁ;cl, no"(x). Vérifier quea ¢ K eta= aP — a € K puis en déduire que L est un corps de décompo-
sition du polynéme irréductible T + a.

Exercice 2(Un théoreme de Galois— Galois a démontré qu’une équation est résoluble paraasisi et seulement
si toute racine s’exprime K-rationnellement en fonctiorddex quelconques d’entre-elles.

1. Vérifier que I'ensembl& , des permutations d&/pZ de la formex — ax+b, a,b € Z/pZ, est un sous-groupe
transitif et résoluble d&(Z/pZ) d'ordre p(p— 1). Vérifier également qu’'un élémert— ax+ b deB, est d’'ordre
psi et seulement si=1 etb # 0.

2. Soit réciproquement G un sous-groupe transitif et réeldu groupe symétriqué(Z/pZ). On considére une
suite de composition
(1) =Gp<G14...<G, =G
de G a quotients cycliques d'ordre premier.
(i) Démontrer que chacun des groupes G., G, opére transitivement st/ pZ ; en déduire que Gest engendré

par une permutation circulaire

(ii) Vérifier qu'il existe une permutatioo € &(Z/pZ) telle quecGo ! C &,

(iii) En raisonnant par récurrence syrdémontrer que Gest un sous-groupe distingué de G et en déduire que
0Go ! est un sous-groupe d8,

Soit K un corps, soit B K[T] un polynéme irréductible de degré premgeet soit L un corps de décomposition de
P; on identifie le groupe de Galois de I'extensiofKLa un sous-groupe du groupe des permutations de I'ensemble
des racines de P dans L.

3. Supposons gu'il existe deux racines distinae{3 de P dans L telles que+ K(a, ).

(i) Vérifier que[L: K] < p(p—1).

(ii) Vérifier que le groupe G4l /K) contient une permutation circulaire d’ordoguis que deux telles permutations
engendrent le méme sous-groupe.

(iii) Démontrer que le groupe G@l /K) est résoluble.

4. Supposons réciproquement que le groupglG#) soit résoluble. Démontrer que I'on a+ K(a,3) pour
toutes racines distinctaes, 8 de P dans L.

Exercice 3 (Spécialisation du groupe de Galpis— I. Soient K un corps,f € K[T| un polynéme et Kun corps
de décomposition dé au-dessus de K; on not# I'ensemble des racines dedans K et on identifie le groupe
Gal(K’/K) a un sous-groupe du groupe Symétrighiez).

On introduit des indéterminées; Y¢ € #, et on pose

LO’ = z EYU’l(E)
Eex

pour toute permutatior € &(Z%).
1. Vérifier que les polynbmes

M = |‘! (Y-Lo)etOr= T[] (Y-Lo)
0e6(%) oeGal(K’/K)



appartiennent tous deux a l'annealiYK(Y ¢ )sc»| et que©; est un facteur irréductible daés. Quels sont tous les
facteurs irréductibles ddt dans KY,(Y¢)scq| ?

2. Veérifier que I'action naturelle du groug®( %) sur K[Y, (Y ¢ )z | définie parr(Y) =Y ett(Ls) = Lo permute
les différents facteurs irréductibles @y et démontrer qu'une permutatian € &(%) appartient au sous-groupe
Gal(K’'/K) si et seulement 7(0¢) = Oy.

Il. Supposons que K soit le corf@@ des nombres rationnels et que le polyndMsoit unitaire et a coefficients
entiers.

1. Vérifier que les polyndmd3 ¢ et @ sont a coefficients entiers.

2. Soitp un nombre premier ne divisant pas pged®) € Z. On désigne patZ, 'ensemble des racines du poly-
ndme séparablé = f (mod p) € Fy[T] dans une cldture algébrique Bg.

(i) Démontrer que, pour toute bijectiop : #Z — Zp, la réduction modulgp du polynomer (Y, (Y y(s))) est
polyndmerls. Vérifier également que tout élément@eéZ,,) permute les réductions des facteurs irréductiblel gde

(if) Une bijection¢ : #Z — %, sera diteadmissiblesi lhomomorphisme de group€(%p) — (%), o — ¢ ta¢
envoie le groupe de Galois de I'extensiBp(Z%,) /I sur un sous-groupe de Gha)K).
Démontrer qu'il existe des bijections admissiblesaesur Z, et que deux quelconques d’entre-elles envoient le
sous-groupe G&F,(Z%p)/Fp) de &(Zp) sur des sous-groupes conjugués dgIGA ).

[ll. 1. Soit f € Z[T] un polyndme unitaire de degré On suppose qu'il existe trois nombres premipgfs p, et ps
tels que

— le polyndmef (mod p;) soit irréductible ;

— le polynémef (mod p,) soit le produit d'un facteur irréductible de degré 2 et d’'unde deux facteur(s) irré-

ductible(s) de degré impair daiig, [T];

— le polynébmef (mod p3) soit le produit d’un facteur linéaire et d’'un facteur irrétible dansFp,[T].

Démontrer que le groupe de Galois G d'un corps de décomposief au-dessus d® est un sous-groupe transitif
de &, contenant une transposition et un cycle de longueurd ; en déduire que & G,

2. Déterminer les groupes de Galois des polyndmes T—1et TV — T — 1.

Exercice 4 (L'ubiquité des groupes symétriques comme groupes de Galoi®) — Soit n > 1 un entier naturel.
Etant donné un entier naturel’N1, on noteg,,(N) le nombre des polynémes unitairés: Z[T] de degrén dont les
coefficients sont majorés par N en valeur absolue et donblgpgrde Galois esb,,.

Suivant B.L. van der WaerdeDie Seltenheit der Gleichungen mit Affektathematische Annaleh39 (1933)),
cet exercice a pour objet d’établir que la proporti@\ + 1) "g,(N) de ces polyndmes tend vers 1 lorsque N tend
vers+-co,

1. Etant donné un nombre premier> 3, dénombrer les polyndmes unitaires de degdansF[T] qui sont soit
irréductibles fype 1), soit le produit d’'un facteur irréductible de degré 2 etrdau de deux facteur(s) irréductible(s)
de degré impairtype 23, soit le produit d’'un facteur linéaire et d’'un facteur dltitible fype 3 ; vérifier gu'ily en a
au moinsp"/k(n), ouk(n) = max8(n—2),2n).

2. On ordonne les nombres premi€rs)i>1 par ordre croissant et on notéN) le plus grand entier tel que
P=p:1...pr <N. Quel que soit € {1,2}, vérifier qu’il y a au plus

(i) 7

polyndmes unitaires et de degrélansZ/PZ[T] dont la réduction modulo chacun des nombres prenggrs., p; ne
soit pas de typé
3. Déduire de ce qui précéde que I'on a

on(N) 1\ _ Ga(N)
7 >1-— - =1
N+ 17 = 1 3(1 k(n)) et donc I,me 1




