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Mise en bouche

5
* Exercice 1. Un vecteur directeur de la droite Aeste = [ 3 |.Comme la droite A n’est pas contenue dans
1
le plan IT, R? = A TI.
X
1. La projection u envoie le point P de coordonnées | y | dans la base canonique sur le point #(P) dont
z
xl
les coordonnées | ' | dans la base canonique sont caractérisés par les deux conditions suivantes :
Z/
X x 5
1Y |-y |eR| 3
4 z ) 1

(ii) X' +3y +57 =0.
Remarque : la premiére condition traduit le fait que le point u(P) appartient a la droite paralléle a A
passant par P ; la seconde traduit I’appartenance du point u(P) au plan I1.

X —x 5
Soit A e Rtelque [ yY—y | =A| 3 |;onaalors (x+5L1)+3(y+3A)+5(z+A) =0, soit
7—z 1
A= %(x—l—3y—|—52),et donc
_ 14, 15,25
VR L
o TR e
T = 19X 19Vt 192

La matrice de u dans la base canonique est par conséquent

1 14 —15 -25
0 -3 10 -—I15
-1 -3 14

2. Larestriction de u au plan IT (resp. a la droite A) est I’identité (resp. est identiquement nulle). Quelle que
soit par conséquent la base (€1,€;) du plan I, (€1,€,,e) est une base de R? dans laquelle la matrice de u
est

1
0
0

o~ O
oS O O

* Exercice 2.

1. Sl un vecteur x de (Cn S’écrit sous la fOI'I'Ile X=X +XQ avec x| € Ker(u _ ld) et X € Ker(u +1d), alOI'S
u(x) = u(x1) +u(xz) = x; —x2 et donc

_ xH4u(x) ~x—u(x)
M= =
Réciproquement, comme
x+2u(x) € Ker(u—id), x—;(x) € Ker(u+id) etx= x—l—;(x) + x—;t(x)

pour tout vecteur x de C", 1’espace C" est la somme directe des sous-espaces vectoriels Ker(u — id) et
Ker(u+id).



2. Siu#1id et u # —id, les deux sous-espaces vectoriels Ker(u —id) et Ker(u +id) de C" sont de dimen-
sions respectives p et g avec 1 < p,q < n—1; comme la restriction de # au premier (resp. au second)
est I’identité (resp. I’opposée de 1’identité), ces sous-espaces sont stables par u et, si (ej,....e,) (resp.
(ep+1,...,e,) estune base du premier (resp. du second),la matrice de u dans la base (e1,....e,) de C" est

I, 0
0o -1, )
2. Lerang de la matrice B, et donc de I’endomorphisme u, est 1 ; on a en outre Im(u) = Ker(u) =R
1 1 1 . 1
3.O0nau 1 )= 2 1 etu 1 )= 0 donc la matrice de u dans la base 1)
* Exercice 4.

R? est
0 2
00/
1. A=bl+(a—Db)I,.

2. On démontre facilement par récurrence sur I’entier k que J* = n¥~!J pour tout k. Comme les matrices J et
I,, commutent,

* Exercice 3.
1. Calcul immédiat.

AP = (BT +(a—b)1,)F
— Z()( E)b[(a—b)kéﬂln
(

>n€1 (a—b)*T4 (a—b) 1,

@ (nb)'(a=b)*" = (a=b) | T+ (a—b)"1,

[(a+ (n—1)b) — (a—b)k} I+ (a— b)Y,

* Exercice 5.
1. Calcul immédiat; on trouve A =1, @ =4.
2. Quel que soit ’entier n > 1, on note respectivement #(n; p, p).4(n; p,q),¢(n;q, p), £(n;q,q) le nombre de

chemins de longueur n entre p et p, p et g, g et p, g et g. En observant qu’un chemin de longueur n + 1
entre p et p est composé d’un chemin de longueur 1 entre p et p puis d’un chemin de longueur n entre
p et p ou bien d’un chemin de longueur 1 entre p et g puis d’un chemin de longueur n entre g et p, on
obtient la formule de récurrence
tn+1Lip.p) = (1:p,p)l(n:p,p)+L(1:p.q)t(n:q,p)
= 2(n;p,p)+4(n;q,p).

Un raisonnement analogue conduit aux formules
t(n+1:p,q) =2l(n:p.q) +£(n:q.q), (n+1:q.p) = 3l(n:q.p) + 2{(n: p.p)
et
t(n+1:q,9) =3t(n:q.q) +2{(n: p.q)
et on en déduit immédiatement les nombres demandés : il y a
02;p,p) +4(2:p,q) +4(2:9,p) +£(2;9,9) = 32

chemins de longueur 2,

L(3;p,p) +£(3;p,q) +£(3;q,p) +4(3:q,9) = 128



chemins de longueur 3 et

G, p)+4(4;p,q) +£(4:q,p) +£(4;9.q) = 512
chemins de longueur 4.

. Il est plus facile de calculer directement ces puissances plutdt que d’utiliser D ; I'intérét de 1’écriture
M = P~'DP apparait par contre si I’on veut une formule explicite pour M”. On obtient

6 5 22 21 86 85

2 _ 3_ 4 _

M _<1o 11>’M _<42 43) M _<17o 171)'

11 faut observer que, pour n € {2,3,4}, le nombre de chemins de longueur 7 est la somme des coefficients
de M". Ce fait est bien entendu général : les récurrences du début peuvent en effet s’écrire sous la forme

(frin )= (gnn) ra ) (Geen )

(foima )= (sinnh e ) (gera) ).

ln+1;p,p) Ln+1Lip,q) \ _ U(n;p,p) £(n;p,q)
( ln+1;9,p) Ln+1;q,q) )_M< 4 ) Uniq.q) >

et
soit encore

On en déduit
( U(n:p,p) Ln:p,q) ) e
U(niq,p) L(n:q,q)
pour tout n € N et on constate que le nombre de chemins de longueur n dans le graphe est la somme des
coefficients de la matrice M".
. Le raisonnement est le méme qu’avec le premier graphe. La matrice d’incidence du second graphe est

M= (e e )= (1),

Cette matrice est diagonalisable sous la forme

1 n+1 0
G L)

avec P = ( 1 1_1 ) etP~! = %P, ce qui permet de calculer explicitement la puissance k-eme de M :

L (I on)f (L) (1 n)k
Mk—z( (L+mf = (1=n)* (14n)f 4 (1 =)t >

et donc d’obtenir le nombre de chemins de longueur k :

3 (204 (w2 (1) =20n 1




